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OSNOVNI NEWTONOV ZAKON ZA
TEKOCINE (COUETTOV POSKUS):
o du

s “a T °
EULERJEVE IN LAGRANGEOVE
KOORDINATE: Lagrangeov nacin: Imamo
nek materialni del¢ek, ki ga opazujemo kako
potuje po prostoru. Radij vektor se
spreminja po neki krivulji. p=f(xo,Yo,20.t),
V-=V-(Xo,Y0,2Z0,t). Eulerjev naéin:
Obravnavamo delcek prostora v katerega
snovi prihajajo in odhajajo. Vse koli¢ine se
spreminjajo s koordinatami in s ¢asom.
v-(u,v,w)=f(x,y,z,t) p=f(x,y,z,t).
KONTINUITETNA ENACBA:
Predpostavimo, da veljata zakon o ohranitvi
mase in mehanika kontinuiuma (masa
enakomerno razporejena po prostoru).
Potemtakem je ¢asovna sprememba mase
v volumnu (P) enaka neto masnemu pretoku
skozi povrsino (S).

[ s == e

Ce za levi del uporabimo Gaussov teorem
za pretvorbo ploskovnega int. v
prostorskega dobimo:

L [/
ﬂ'ﬁdtv(pv)dP+ffﬁEdP =0
Ce integrala zdruZimo dobimo:
s (%’: N div(pv))dp -0
=KONT. EN.:

% +div(p7) =0

ap o) aew)  Aow)
ot ax ay 0z

Poenostavitve: Stalni tok (6/5t=0) —
div(pv-)=0. Stalni tok + nestis. tek.
(p=konst.) — du/dx+dv/dy+dw/dz=0
DINAMICNA ENACBA:

Zveza med napetostmi in deformacijsko
hitrostjo za tekocine: —Posploseni
Newtonov zakon oz. Stokesov zakon.
Tenzorski zapis zakona:

0= -p dy+2u(fy- 1/3 div v- &)

T2 ax,  ox,
Izpeljava dinami¢ne enacbe:
m div =SF
dt

fffpﬂgdf’ = [[J, Fupp+ [[ s

Zadniji ¢len pretvorimo po Gaussovem
izreku, ki velja tudi za pretvorbo tenzorske
koli¢ine napetosti [o]:

1 p%‘lP -1k F, pdP + 11k diffolip

Ce to upostevamo in zdruzimo vse
volumske integrale, dobimo:

& R
fﬂ;(p & pF, le[U])dP 0
|zraz pod integralom mora biti enak 0.
Enacbo $e malo preuredimo in dobimo:
@ = FA‘M +ldiv[(7]
dt P
Ce upostevamo, da je:

1,
0, ==pd; +2u(f; *gdwvd,)

inda je v =/ p, dobimo Navier —
Stokesovo t.i. dinami¢no enacbo:

@ =F, - lgradp +VAV + Zgrad(aﬁv(\‘)))
dt 0 3

Prvi ¢len predstavlja lokalni in konvekcijski
pospesek, drugi ¢len vpliv masnih sil, tretji
vpliv tlaénih sil, Eetrti vpliv viskoznih sil,
zadnji pa vpliv stisljivosti. Pri nestisljivih
tekocinah odpade zadnji ¢len, za idealno
teko€ino pa odpadeta zadnja ¢lena, tako da
dobimo t.i. Eulerjevo Enaébo = dinami¢na
enacba za idealno tekocino:

Dv —

ZL-F, —igmdp

Dt o

ENACBA STANJA:
f(p,p,T)=0, p=f(p,T), p=f(p.T)
ENERGIJSKA ENACBA:

Sprememba energije dE/dt je enaka
spremembi zaradi neto pretoka energije
skozi kontrolni volumen in ¢asovni
spremembi energije znotraj k.v..

dE

]
E=ﬂ;ep(vdS)+5fﬂ;ede
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Splosna energijska enacba:

Ce poenostavimo problem v stalni tok,
dobimo:
dQ dA D Voo
—=—— = [ (e, +—+gh+—)pvdS
P [l PRLA )PV

Enacbo integriramo med vstopnim (1) in
izstopnim presekom (2):

Py X Py e A O comey
g 2g pg 2g dt dt g

HIDROSTATIKA:
Statika stisljivih teko€in: V dinamicni
enacbi so vsi €leni, ki vsebujejo odvode
hitrosti enaki 0: F--1/p(grad p)=0. Edina
masna sila, ki deluje na delec tekocine je
njegova teznost: Z=-g F,-(X,Y,Z)=(0,0,-g).
Za reSevanje uporabljamo $Se tretjo enacbo:
p/p=RT. Ce je T=konst = p/p=konst..
Stisljivost in modul stisljivosti: 1zhajamo iz
pogoja konstantne mase: m=p-p=konst.
Zato je pdP=-Pdp. Ker je v sploSnem
gostota funkc. tlaka je tudi: -(dp/p)=dP/P=-
xdp. % imenujemo stisljivost:
_dp/p _dP/P
# dp dp
Veckrat uporabljamo modul stisljivosti
K=1/y. Za pline lahko dobimo odvisnost
modula stisljivosti od tlaka na slede¢i nacin:
Uporabimo enag. stan. za idealne pline:
p/p=RT=konstanta. Z odvajanjem enacbe
dobimo izraz za modul stisljivosti d(p/p)=0,
in ker p=0 dobimo: P=dp/(dp/p)=K. Torej je
modul stisljivosti enak absolutnemu tlaku p.
Za kapljevine lahko navadno privzamemo,
da je K=konst. in gostoto zapi§emo kot:
PPy

P=pe *
Statika nestisljive tekocine: p=konst,
p=p(z). Osnovna enacba hidrostatike:
Pass=Po+pgha doloca zvezo med p in h.
Sila hidrostati¢nega tlaka in njeno
prijemaliSce: SILA: dF=pdS=pg(z,-z)dS
Delamo v rel. sist., torej je po=0. F=pg:[s(zo-
z)dS. Izraz pod integralom je stati¢ni
moment ploskve S glede na ravnino gladine
G: Ms6=[s(zo-2)dS=S(zy-z7). Tako dobimo
izraz za silo: F=pgh+S, kjer je S v splo$ni
ravnini, hy pa v vertikalni ravnini. Enaéba
splo$no velja, ne glede na to, kak3en je kot
nagiba o.. PRIJEMALISCE: Meg=F(z,'-zs")=
Js(zo-Z)dF. [s(z9-2')pg(2o-2)dS=pghrS-hs'.

pg~sinufs(zo'-z‘)zdS=pghTS~hS' |g=vztraj.
mom. ploskve= fs(zo'-z‘)zdS=IT+S~(ZD'-ZT')2
l++h1'S=h;'Shg' ;¢e delimo z h;'S, dobimo:
I
S
=lzraz za prijemali$ce sile. SILA HS TLAKA
IN PRIJEMALISCE NA KRIVO PLOSKEV:
dF-=pdS- = dF,=pghdS,, = [sdF,=F=
pgfhdS,, = Fi=pghrsy: Sy, Fy=pghrsc
S« F:=pgP,
Stabilnost plavanja: Za popolnoma
potopljena telesa je plavanje stabilno, ¢e
Yeo<Ycw. Za plavajoca telesa je plavanje
stabilno, ¢e je razdalja MCs>0, oz. ¢e je
razdalja C,M = I/P> razdalje CCg.
1ZPELJAVA METACENTRICNE RAZDALJE
IM=0F x=(pgx-tg0b-dS)x  mali koti nagiba
= tg0 =~ sind = 0. M = [soM = pgefsxzas =
pgb-l. | je vztrajnostni moment ploskve.
M=W-r=pgPr = pgbl =r=0-(I/P).
r=razdalja C,M x sin6 = razdalja MC,,x0.
razdalja MC,,6 = 6:(I/P) razdalja MC,,=(I/P)
razdalje (MCs=MC,+C,,Cs) Doloanje
kota nagiba: F-d=GxMCg-sin6.
KINEMATIKA:
Tokovnice (streamlines) so ¢rte, ki v vseh
tockah prostora spajajo smeri hitrosti. Torej
so hitrosti v vseh to¢kah tangencialne na
tokovnice. Trajektorije (pathlines) so ¢rte po
katerih se gibljejo posamzni delci tekocine.
Sledi (streaklines) so ¢&rte, ki v istem
trenutku spajajo vse tekocCinske delce, ki so
v teku opazovanega ¢asa $li skozi isto
tocko. Lastnosti tokovnic: Pravokotno na
tokovnice ni pretoka. Med dvema
tokovnicama te¢e vedno enak pretok. Med
seboj se ne sekajo, razen v singularnih
toc¢kah. Trdni obrisi objektov so tokovnice,
razen v primeru odlepljanja tokovnic.

T
hg =hy +
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Primere nestalnega toka lahko ob primerni
izbiri koord. sist. pretvorimo v primere
stalnega toka.

Kelvinov teorem: Izhajal je iz osnovne
dinami¢ne enacbe za nestisljive tekocine:
@ = F—igrudp+VA\7

dt P

Vse ¢lene je integriral po zaklju€eni krivulji:

f%df = fﬁd; - f% grad p dF + VAV

Dokazemo lahko, da je prvi ¢len na levi
strani enacbe enak ¢asovnemu odvodu

cirkulacije I':
dr d(Vdr) _ ﬂ S
E—f 7 —fdtdf+fvdv

Zadniji ¢len je zaradi krozne integracije enak

0. Ce je polje tlakov stacionarno, ni pa

funkc. €asa, lahko drugi ¢len na desni strani

enacbe spremenimo v:

flgradpdf =fl(afpdx+a—pdy+ipdz)=fd—p
P p\ox ay 0z P

in dobimo t.i. Kelvinovo enacbo:

% = fﬁd? - f%’ + fvAvdr

Prvi ¢len je moment masnih sil (teza,
coriolisova), drugi moment tlacnih sil, tretji
pa moment viskoznih sil. Ce imamo
barotropno stanje, od masnih sil deluje le
teza, vpliv viskoznih sil pa je zanemarljiv,
potem se nevrtin¢ni tok ne more spremeniti
v vrtinénega. Helmoholtovi zakoni: 1)
Vrtinénice se nikjer v teko€ini ne konéajo.
Tvorijo bodisi zaklju¢ene krivulje, bodisi se
kon¢ajo na robovih tekocinskega polja. 2)
Tekocinska linija, ki je isto¢asno vrtinénica,
ostane vedno vrtinénica. Razmerje (rot
v-/p-l) je konstantno na dolo¢eni vrtinénici.
Funkcija toka v: je funkcija dolo¢ena le do
neke poljubne konstante. Obstaja tako za
vrtinéni kot za nevrtinéni tok. Definicija:

Pp-Pa=u-dy-1=dyp=udy=u=(dy/dy), limita, ko
gre dy proti 0, u=(dy/dy)
YPp-YPa=-V-0x-1=dp=-vox=>v=-(5/dx), limita,
ko gre dx proti 0, v=-(dy/dx)

YPp-Pa=dY=v,r-00=v,=(5y/r-80);v,=(Ay/r-A0)
YPp-YPa=dP=V, dr=>v,=-(dY/dr);v.=-(Ay/Ar)
V primeru nevrtinénega toka velja: rotv-=0.
Za 2D primer: (Av/Ax)-(Aw/Ay)=0 =
(A2p/AX?)+(A%p/Ay?)=0=LAPLACEOVA
ENACBA.
Hitrostni potencial ¢: definiramo ga tako,
da so njegovi odvodi v dolo€eni smeri enaki
komponentam hitrosti v tisti smeri: v-= grad
@ = V-®. Kartezi¢ne koord: u=A®/Ax
v=A®d/Ay. Polarne koord: v,;=A®/Ar
Vv,=A®/r-A6. Hitrostni potencial obstaja samo
za nevrtinéni tok. Lastnosti tokovnih mrez:
1)Krivulje ®=konst in W¥=konst so v vsaki
toc¢ki med seboj pravokotnice. Dokaz:
skalarni produkt gradientov je ni¢:
gradbgrady == oot ay ay  dy ox  ax ay 0
2) Ob dvocrtni krivulji tvorita krivo¢rtne
kvadrate. Dokaz: naravni koord. sist., smer
s in u. Cauchy reimanova enacba:
P Iy [>6(I> 7% Dad) Iy
ds  du & Ou u as
Obicajno izrnacimo enaka prirastka @ in .
=30=3. 3) Po Cauchy-Reimanovih
enacbah je mogoce najti za vsak hitrostni
potencial funkcijo toka in obratno. Metode
za doloc¢anje tokovnih mrez: Grafi¢na
metoda: s posku$anjem pridemo do kon¢ne
resitve, je zamudna ¢e hoéemo mrezo
dolociti dovolj toéno. Ne potrebujemo ne
racunalnika ne nobenih eksperimentalnih
naprav, lahko samo s svinénikom in radirko
konstruiramo mrezo za kakrsne koli robne
pogoje. Metoda se uporablja predvsem, ko
nas zanima priblizni potek mreze. Analiticna
metoda: standardni poteki toka ali teorija
kompleksne spremenljivke = konformne
preslikave. Za dolo¢ene (preproste) robne
pogoje imamo Ze zapisani funkciji fi in psi,
tako da veljata v katerikoli to¢ki polja.
Numeri€ne metode: -uporaba racunalnika,
diskretizacija podro¢ja. Metoda konénih
razlik (metoda relaksacije) ali metoda robnih
elementov. Pri metodi relaksacije na osnovi
konénih diferenc konstruiramo mrezo v
primerih, ko zaradi prekompliciranih robnih
pogojev analitiénih metod ne moremo
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uporabiti. Metoda robnih elementov je v
osnovi posplositev metode relaksacije. Polje
razdelimo na poljubne like (trikotnike,
Setverokotnike), za katere ni treba, da so
med seboj enaki. ZriSemo jih tako, da se
stranice likov prilegajo konturam polja in da
so na mestih hitrejSega spreminjanja funkc.
fi in psi liki manj$i. Eksperimentalne metode
: Viskozna analogija (®=p, tlak je analogen
hitrostnemu potencialu nevrinénega toka),
Membranska analogija (®=z), Elektricna
analogija (P=napetost, tok tece v smeri
najvecjega padca napetosti).

Spreminjanje tlaka v smeri pravokotno
na tokovnice: Eulerjeva enacba za smer n-
pravokotno na tokovnice, ki so ukrivljene:

dv, N 1 dp

dt p on
kjer je N komponenta masnih sil n-.
Pospesek pravokotno na tokovnico:

dv, v, v, ds v, v, .

=4+ L _—=—t4 1y

dt dt s ot At 0s
Privzamemo stalni tok. Konvekcijski
pospesek dobimo iz podobnosti trikotnikov:
(R/8s)=(v-/ dv-,)=-(v-/R). Znak — je zato, ker
je pospesek usmerjen proti centru krivine.
Centripetalni pospesek: (dv,/dt)
= -(VZ/R). Eulerjeva enacba torej dobi obliko:

’ 1
V_ N ap

R p on
Ce je vpliv masnih sil zanemarljivo majhen,
vidimo da tlaki naras¢ajo z oddaljenostjo od
centra krivine: (ap/r'm):(pvle).
Brezdimenzijska oblika dinami¢ne
enacbe: osnovna oblika Eulerjeve enacbe:
by = Fm - lgradp +VAV + %grad(d[v(\‘)))

P

Dt
v ﬁ+(\7V)\7
Dt ot

Predpostavimo nestisljivo teko¢ino,
F-m=(0,0,-g), tok je stalen, zapiSemo le
enacbo za smer z in dobimo:

aw lap aw
W——=-8-———+V—_—

(4 p oz dz
Uvedemo karakteristicne parametre: L ...
karakteristi¢na dolzina, U ... karakt. hitrost
in tvorimo brezdimenzijske parametre:
w'=(w/U), z'=(z/L), p'=(p/pU2). Ko jih
ustavimo v enacbo dobimo:

v772 " 2 2

W,aw vo_ - 1 ap' pU +Va w L{

az' L paz L az° I
Uvedemo Froudovo in Reynoldsovo &t.:
Fr=(U2/Lg) Re=(UL/v) Dobimo:

w 1 N 1 9w
az' Fr 92 Re 9z
Reynoldsovo st.: je pokazatelj laminarnega
oz. turbolentnega toka ter kaksna je
inteziteta enega ali drugega toka.
Dinami¢na podobnost = pri enakem Fr in
Re &t. imamo podoben razpored tlakov. To
koristno uporabljamo pri poskusnih modelih,
da dobimo na modelu kinemati¢no in
dinamiéno podoben pojav. V splo§nem je
skoraj nemogoce dobiti enakost obeh Stevil
v naravi in na modelu. Ce prevladujejo
teZnostne sile zagotovimo enakost Fr &t., ¢e
viskozne pa Re §t..
Laminarni tok: Tok tece v plasteh,
Re<2300 v ceveh, Re<500 v kanalih, izgube
energije so premosorazmerne s prvo
potenco hitrosti. Lahko nastopa kot tok med
dvema plo$¢ama, tok v cevi, tok med
koncentri¢nima ploskvama ali tok med
dvema vrtinénima diskoma. Turbolentni
tok: izgube energije so sorazmerne s
kvadratom hitrosti, vztrajnostne sile >>
viskozne sile, Re>2300 cev, Re>500 kanal,
zelo pogosto nastopa v praksi.

Konvekcijsko difuzijska enacba za
turbolentni transport snovi:

2 ([ =, s

c=(Msnovi/(Msnovi*MosTaLo))
Msnovi=CMyope » Msnovi<< Myope
Kontinuitetna enacba za dodatne snovi:

d _
—afffcde =f1;cpvdv
fff(%(cpﬂdiv(cp\?) dP =0
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ai(cp) +div(cpv) =0
t
predpostavimo nestis. tek. (p=konst):

%Jr div(er)=0 9¢, dau; g

ot ox,
c=c+c' c=povp. c'=odstop.
u=uitu) upostevamo c'=0 in cu=0

Dobimo enacbo za povpre¢ne vrednosti:
dac . dc  d(c'u")
—+i,—+———==0

at ox; ax;
Zadniji ¢len predstavlja turbolenten tok
snhovi, ki ga izrazimo s pomocjo pikovega
zakona. J=transport snovi= c'u;' = -Dy; - (¢
10x)) -Dy=turbolentni difuzijski koef. za
transport snovi. Kon¢na oblika enacbe:

dc _dc _dc _dc
—tU—+V—+W—=

ot dx ay dz

a ac a ac a9 ac
=—(D, —)+—(D, —)+—(D,—)+izvor/ ponor
Bx( " Ox) Oy( ’ 8v) 02( : az) s

Upor: upor trenja ali viskozni upor nastane
zaradi striznih napetosti, oz. zaradi
viskoznosti in gradientov hitrosti ob povrsini
telesa, ki povzrocajo sile, ki so v vsaki tocki
tangencialne na povrsino. Upor oblike
nastane zaradi norm.nap. (tlakov), ki so
razporejeni neenakomerno vzdolZ povrSine
telesa. Dinami€ni vzgon navadno raunamo
upo$tevamo lo¢eno od upora.

F, =pr sin®dS  F, =—fpcos<l>dS
s S

Prakti¢no ra¢unamo silo upora po enacbi:
FU=C‘(pV2/2)‘S kjer je c=koef (tabele)



