10.

. Za q # 1 preverite s popolno indukcijo enakost 1 4+ g+ ...+ ¢" 1 = ==L

VPRASANJA 1Z MATEMATICNE ANALIZE 1

MNOZICE IN PRESLIKAVE

. Definicija injektivnosti, surjektivnosti in bijektivnosti preslikave f: A — B (primer) ?

Za preslikavo f: A — B preverite ekvivalenci:
a) f je injektivna < Obstaja preslikava g: B — A, da je go f =ida

b) f je surjektivna < Obstaja preslikava g: B — A, da je fog=1idp!

Ce je preslikava f: A — B bijektivna, je bijektivna tudi inverzna preslikava f~1:
B — A ter veljajo enakosti: (ffl)f1 =f, fof ' =idgin f~'of = id4. Preverite

to!

Ce sta preslikavi f: A — B in g: B — C bijekciji, je kompozitum g o f tudi

bijekcija in velja enakost (g o f)_l = f~1o g!. Preverite to!
Natancna definicija funkcij arcsin in arctan, (ki jih imamo na kalkulatorju!) ?

Skicirajte grafe funkcij arcsin in arctg !
arctg(tg%”) =7 (Natancen odgovor podajte brez kalkulatorjal!)

arcsin(sin9) =7 (Natancen odgovor podajte brez kalkulatorja!)

Dokazite,da je arctg z = Z — arctg(2) za z > 0 in arctgz = —F — arctg (2) za
x < 0!
Katere od funkcij fr: Dy — R (k = 1,2,3,4,5,6,7), kjer je fi(z) = =z,

fo(z) = (@)%, f3(2) = 2|, fa(z) = 3In(?), fs(z) =nw, fo(z) = arcsin(sinz)
in f;(z) =tg(arctg x) so med seboj enake, ¢e so Di, ..., D7 naravna definicijska

obmod¢ja funkcij f1,..., f7 7

POPOLNA INDUKCIJA

. Formulirajte princip popolne indukcije!

Fibonaccijevo zaporedje (F,), cy je dano v obliki F, = % (A5 — AD), kjer je Ay =

% (1 — \/5) € (—1,0) in \g = % (1 + \/5) € (1,2). S popolno indukcijo pokazite, da
je F, € N za vsak n € N!

(Prepricajte se, da je 1+ Ay = A2 in 1+ Ay = A3 ter zato F,11 = F,,_1 + F,.)

Ce sta n in k naravni stevili, je binomski koeficient (Z) = W'—k)' naravno Stevilo.

Dokazite to s popolno indukcijo!
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Ce upostevate, da je zaporedje n — (14 )" strogo rastoce in zaporedje n —
n
—(n+1)
(1 + %)nﬂ = ( - n%rl) strogo padajoce (Bernoullijeva neenakost ali odvod),
dokazite s popolno indukcijo, da veljajo naslednje ocene
i) n'>(2)",neN
.. 2 n+1
(i) n!<e*(2)", n>2

(iii) n! < (2)", n>47.

S popolno indukcijo dokazite binomski teorem

n

(a+b)" = Zn: (Z) a" Ry =3 (Z) a*"* neN.

k=0 k=0

(Zadoséa preveriti enakost (1+z)" = >, (})a". Ali res?)

S popolno indukcijo dokazite posploseno formulo za integracijo po delih

b
/ w(t) o™ (1) dt =

a

n—1 b
D VRO (t)]

=0

+ (=) /bu(") () v(t) dt,

za poljubni funkciji u,v € C™[a,b].

Za primer, da je sinx # 0, s popolno indukcijo preverite enakost

sin(2nz)
2sinz °

cosz + cos(3z) +--- +cos ((2n — 1)z) =

Za primer, da je sin § # 0, s popolno indukcijo preverite enakost

sin((n—l— % )ac)

Nz
251n2

3 +cosz + cos(2z) + - - - + cos (nz) = !

Za primer, da je sin  # 0, s popolno indukcijo preverite enakosti

ne . (n-gl)x

. . . sin "5 si .
sinz + sin(2z) + ... +sin(nz) = —2 T in
s onx o (ntl)x
cosx + cos(2x) + ... + cos(nw) = 2 22|

2

Za primer, da je sin § # 0, s popolno indukcijo preverite enakosti

sin % sin L';l)z +4

sin(z 4+ 0) +sin(2z + 6) + ... +sin(nz +0) = T in
2

sin tF cos W—F(S

T
Sm 3

cos(x 4+ 6) + cos(2x +0) + ... 4+ cos(nx + 9) = !

STEVILA

. Razlozite pojem natan¢ne zgornje meje neprazne mnozice realnih stevil (definicija

in primer) !



. Ali obstaja natan¢na zgornja meja vsake neprazne mnozice realnih stevil 7 (Odgovor

utemeljite!)

. Ce je M neprazna in navzdol omejena mnozica realnih stevil, je mnozica —M :=
{—x : x € M} navzgor omejena, obstaja inf M in je inf M = — sup(—M). Preverite

to!

. Za poljubno pozitivno realno stevilo p je mnozica @, := {q : ¢ € Q% ¢ < p}
neprazna ter navzgor omejena in za Stevilo \/p := sup @, velja ocena \/p > 0 ter
enakost (\/]3)2 = p! Preverite to, t.j. obstoj pozitivnega (aritmeti¢nega) korena

pozitivnega realnega Stevila p!
. Za mnozico M = {(1+ )" : n € N} dolo¢ite inf M in sup M !

. Obseg kompleksnih §tevil C imenujemo mnozico R?, za katero sta definirani adicija
,,+7 in multiplikacija ,,-” takole:
(A) (@,9)+ @) = (42" y+y) M) (0,9) - (@y) = (a2’ —yy/s 2y +a'y).
Preverite naslednje lastnosti, t.j. prepricajte se, da velja za poljubna komplesna
stevila z = (x,y), 2/ = (2/,y), 2" = (2",y"),... € C naslednje:
(A1) (24 2)+ 2" =2+ (F +2") ) (z-2)- 2=z (- 2)
M2) z-2/=2-2
) z-1=z, 1=1=(1,0)
)

(A2)
(A3) 24+ 0 =z, 0 =(0,0)
(A4) z-27' =1 zavsak z # 0,

24 (=2)=0, —z=(—z,—y)

Z—l_ T Y
- 332+y27 x2+y2

oznaka
=" z-2'+22.

(D) (Z+Z/) . Z// — (Z . Z”) + (Z/ZN)

Prepricajte se, da velja za imaginarno enoto i :=(0, 1) enakost i2 = —1.

. Realnemu S$tevilu z priredimo kompleksno stevilo Z := (z,0).

Prepricajte se, da je preslikava x — 2 obsega R v oseg C injektivna z lastnostmi:

(1) rty=2+7y za vsak z,y € R

(i) z-y=2z-y
(iii)y 0=0 in 1=1 !

za vsak x,y € R

. Prepricajte se, da je konjugiranje z+— z* := Rez —¢-Imz bijektivna preslikava
obsega C vase z lastnostmi:

(i) 21+ 2 =71+7% zavsak 2120 € C

(il)  Z12z2 = Z122 za vsak z1 29 € C
(i) z== za vsak z € C
(iv)] z=z2<=z2€R zavsakzeC !
. Prepricajte se, da ima preslikava z — |z] := y/(Re2)2 + (Imz)? obsega C vase
lastnosti:
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(i) |2/>0 za vsak z € C

x, cejex >0

-z, Cejex <0
iii) [zZ| =2 za vsak z € C
(i) [z] = |z]
(iv) —|zZ|<Rez<|z] in —|z|<Imz < [Z] za vsak z € C
(a) Za vsak z € C velja ekvivalenca: |z| =0<=2=0.
(b) Za poljubna z,2" € C je |2Z/| = |2||¢/].
(¢) Za poljubna z, 2" € C velja ocena ||z] — ||| < |z 2| < |z| + ||
(

¢’) Za poljubna z, 2z’ € C velja ekvivalenca:

|z + 2| = |2| +|7/| & Obstaja t € RT U {0}, da je z = t2’ ali 2/ = t.
Na osnovi predhodne ugotovitve raziséite ekvivalenco: ,, ||z| — ||| = |z — 2| & 77 !

Poiscite vse kompleksne resitve enacbe zZ = 23 |

Poiséite vse kompleksne resitve kubicne enacbe 2% + 22 +az +b =0 (a,b € C), ¢e je

ze znano, da sta stevili 1 in ¢ njena korena !

Poiscite vse kompleksne resitve kubicne enacbe 22 + 22 + az + b = 0 z realnimi
koeficienti, ¢e je ze znano, da je en njen koren enak i! (Upostevajte, da nastopajo

koreni polinomov z realnimi koeficienti v konjugirano kompleksnih parih!)

Kdaj natanko velja enakost |z + y| = |x| + |y], ¢e sta:

(a) «in y realni stevili, (b) =z in y kompleksni stevili ?

Kdaj natanko velja enakost |z —y| = |z|+ |y|, Ce sta:

(a) =« in y realni stevili, (b) =z in y kompleksni stevili ?

Kdaj natanko velja enakost |z —y| = |z| — |y|, Ce sta:

(a) =« in y realni stevili, (b) =z in y kompleksni stevili ?

Kdaj natanko velja enakost |z —y| =|y| — |z|, Ce sta:

(a) =z in y realni stevili, (b) =z in y kompleksni Stevili 7

Kdaj natanko velja enakost |z —y| = ||z| — |y||, Ce sta:

(a) =z in y realni Stevili, (b) « in y kompleksni stevili ?

Formulirajte binomski izrek o potenciranju kompleksnega binoma (razlaga koeficien-

tov) !

Moivre-ova formula za potenciranje kompleksnih stevil 7
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S pomod&jo Moivreove formule, upostevaje enakost 1+g+...+¢" = % zaq# 1,

dokazite, da veljata za vsak z € R\{2k~ : k € Z} enakosti

cos ) sin( 241)
sin(%)

sin(%)sm(%ﬂx) !

n(3)

Kako pri danem ¢ € C in n € N poiS¢emo vse korene enache 2" = ( ?

in

1+ cosx 4 cos(2x) + ...+ cos(nz) =

sinz + sin(2z) + ... +sin(nz) =

ZAPOREDJA IN VRSTE KOMPLEKSNIH STEVIL

. Definicija in eksistenca (utemeljitev) Eulerjevega stevila e ?

Kako utemeljujete konvergenco (divergenco) zaporedja n +— 2" za kompleksen z, ki

ustreza pogoju |z| < 1 (pogoju |z| > 1)7

2n

Prepricajte se, da je kompleksno zaporedje n +— Z- konvergentno (divergentno), ce

je |z| <1 (Cejelz] >1)!

Prepricajte se, da je zaporedje n +— %L konvergentno za vsak z € C!

Prepricajte se, da je zaporedje n +— (%)n konvergentno za vsak z € C!
Formulirajte Cauchy—jev kriterij konvergence §tevilskega zaporedja

Ali je konvergentno zaporedje nujno monotono in omejeno?

Ce ima zaporedje realnih stevil eno samo stekalisce, ali je potem nujno konvergentno?

Ce ima zaporedje realnih stevil eno samo stekalisGe, ali je potem nujno omejeno?

Ali je realno zaporedje, ki je konvergentno (in monotono narascajoce), nujno navzgor

omejeno ?
Navedite primer neomejenega zaporedja z enim samim stekaliS¢em !

Kaksno konvergenco zaporedja imenujemo kvadratno ? (Primer?)

Prepricajte se, da je iterativno dano zaporedje (zn)nen, kjerje z1 =1 in x,41 =

v1+z, za vsak n € N, monotono naraSc¢ajoCe in navzgor omejeno s Stevilom
2 ter izraCunajte njegovo limito ! Ali je konvergenca tega zaporedja linearna ali

kvadratna ?

Prepricajte se, da iterativno dano zaporedje (z,)nen, kjerje z3=a >0 in xp41 =

% (mn + iﬂ) za vsak n € N, kvadratno konvergira proti /a !

T
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Dokazite implikacijo Y ;2 z; konvergira = lim z, =0!

n—oo
(Nasvet z, = 85, — Sp—1)
= (k=1\k
Ali je vrsta kzjl (%) konvergentna? (Odgovor obvezno utemeljite!)

Navedite primer divergentne vrste Y .-, 2, za katero je lim z, = 0!
n—oo

Katero vrsto imenujemo harmoni¢no?

Ali ima lahko (neskonéna) konvergentna vrsta neskonéno ¢lenov med seboj enakih

in hkrati razli¢cnih od 0 7 (Odgovor utemeljite !)

Ali ima lahko divergentna vrsta neskon¢no svojih ¢lenov enakih 07 (Odgovor ob-

vezno utemeljite!)

(a) Kaksne oblike je geometrijska vrsta (definicija geometrijske vrste) ?
(b) Kdaj natanko je geometrijska vrsta konvergentna 7

(c) Izpeljite formulo za n-to delno vsoto s, geometrijske vrste !

Formulirajte Cauchy—jev kriterij konvergence stevilske vrste !

Ali vrsta > 77, ﬁ zadosca Cauchyjevemu pogoju 7 (Ogovor utemeljite!)

Ali vrsta > 22, 2% /! izpolnjuje Cauchyjev konvergenéni pogoj ?

Alivrsta ) 2, k! /2% izpolnjuje Cauchyjev konvergencni pogoj ? (Ogovor utemeljite!)?

Ali je pravilna implikacija: (a, € R zavsakn €N, > a, konvergira) =
S a2 konvergira !
Ali je pravilna implikacija:

o0 o
<an € RTU{0} zavsakn €N, Z an konvergira> = Z a2 konvergira 7

n=1 n=1

Ali je pravilna implikacija:

o o
a, € R"U{0} =zavsak n €N, Z an konvergira] = Z Va, konvergira ?

n=1 n=1

*° 22 absolutno

Ce je vrsta > o2, zn absolutno konvergentna, ali je potem tudi vrsta ) >~ | 2

konvergentna?
Definicija in primer absolutno in pogojno konvergentne vrste?

Ali ima lahko pogojno konvergentna vrsta vse svoje ¢lene negativne?
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Ali ima lahko pogojno konvergentna vrsta le konéno mnogo svojih ¢lenov negativnih?

Katera lastnost, absolutna ali pogojna konvergenca, je pri vrstah bolj zazeljena?

Povejte zakaj!

Formulirajte kvocientni (korenski, Leibnizov) kriterij konvergence Stevilske vrste in

ustrezno metodo numeri¢ne sumacije vrste.!

LIMITA IN ZVEZNOST REALNE FUNKCIJE FUNKCIJE

. Kdaj imenujemo funkcijo f: I — R (I je interval) omejeno in kdaj monotono ?

Natané¢na definicija realnih funkcij In in exp (ki ju imamo na kalkulatorju!) ?
Skicirajte grafa funkcij In in exp !

S pomocjo kalkulatorja izracunajte 10011902 /1002100 |

Natanc¢na definicija potence 7% pri poljubnem realnem Stevilu x 7

Natanéna definicija potence a® pri poljubnem pozitivnem realnem stevilu a in poljub-

nem realnem b 7
Natancna definicija potence 7% pri poljubnem realnem Stevilu x 7

Natancna definicija potence a® pri poljubnem pozitivhem realnem stevilu a in poljub-

nem realnem b 7

Kaj pomeni zapis 4%, stevilo 2 ali mnozico {—2, 2} 7

Ali velja enakost (ab)C = (ac)b pri poljubnih a,b,c € RT ?

Ali velja enakost a” = (a©)” pri poljubnih a,b,c € RT ?

Ali velja enakost at = ﬁ pri poljubnih a,b € RT ?

Razlozite pojem limite funkcije f v toc¢ki xg in navedite primer!

Navedite tri motive za uvedbo pojma limite funkcije; od teh naj bo eden iz geometrije

in eden iz fizike!

Definicija pravih limit lim f(z) =r € R, liTmf(ac) =r~ € Rin limf(z) =rt € R
zTxo

T—T0 zlxo

ter posplogenih limit lim f(z) =r* € Rin lim f(z) = +oo .
x—+oo zTlzo
Doloéite limite lime!/*, lime!/® in lime~1/2" 1
z10 x|0 z—0

Ali obstaja limita lim sin(z)?
T— 00
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Formulirajte Cauchy-jev pogoj za prave in posplosene funkcijske limite in povejte,

kaksen pomen ima ta pogoj (izrek?)!

Kdaj imenujemo funkcijo f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) zvezno v tocki b (defini-
cija) ?

Kdaj imenujemo funkcijo f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) zvezno (na intervalu -

definicija) 7

Kdaj imenujemo funkcijo f: [a,b] — R (a,b € R, a < b) enakomerno zvezno
(definicija) ?

Kdaj imenujemo funkcijo f: D — R (0 # D CR) zvezno (definicija) ?

Formulirajte Cauchy-jev pogoj za prave in posplosene funkcijske limite in povejte,

kakSen pomen ima ta pogoj (izrek?)!

Kdaj imenujemo funkcijo f:[a,b] — R (a,b € R, a <b) zvezno v tocki b (defini-
cija) 7

Analitiéno dokazite, da je funkcija sin zvezna na R!

Dokazite zveznost funkcije f: R — R, kjer je

0, cejex =0
flx) = Ay e !
acsm(;), cejex #0

Skicirajte graf funkcije f: R — R, kjer je

f($)={ 0, cejex =0 |

e~V e jex #0

Skicirajte graf funkcije f: R — R, kjer je

f(x):{ 0, cejex =0 |

1 L.
ST cejex #0

Pri funkciji  fo: R — R, kjer je

e’ , ceje <0
fa(z) = { sin(az) s« -
—, cCeje >0 ,

dolocite konstanto a tako, da bo funkcija f, povsod zvezna !

Pri funkciji  fu: R — R, kjer je

e’ , Ceje x<0
fa(l') = { sin(ax) PP
——— ceje >0 |,

dolo¢ite konstanto a tako, da bo funkcija f, povsod zvezna !
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Ce je mogoce, dolocite pri funkeiji  f,: R — R, kjer je

1) e’ , Ceje x<1
xr) = )
¢ sin(az) , Ceje x>1 |

konstanto a tako, da bo funkcija f, povsod zvezna !

Ce je mogoce, dolocite pri funkeiji  f,: R — R, kjer je

cosr , Ceje x<1
fa(x) = sin(az) o
—  Ceje x>1

konstanto a tako, da bo funkcija f, povsod zvezna !

Za kateri razred funkcij f: I — R, kjer je obmocje I dan interval, je gotovo tudi
f(I) interval ?

Navedite primer zvezne funkcije f: D — R, katere zaklad f(D) ni interval!

Navedite primer nekonstantne zvezne funkcije f: D — R, katere zaklad f(D) ni

interval !

Navedite primer omejene, nekonstantne in zvezne funkcije f: D — R, katere zaklad
f(D) ni interval!

Natancno formulirajte izrek o resljivosti enac¢be f(x) = 0 za zvezno funkcijo f!
Razlozite metodo bisekcije - na kaj se nanasa in pri katerih pogojih deluje?
Navedite zadostni pogoj za to, da bo zvezna funkcija f: D — R omejena !

Navedite zadostni pogoj za to, da bo funkcija f: D — R zavzela svoje natanéne

meje !

Navedite primer omejene in zvezne funkcije f: (0,1) — R, ki ne zavzame svojih

natan¢nih meja!
Navedite primer neomejene funkcije f: [0,1] — R, ki je zvezna na (0,1)!

ODVOD

. Navedite primer funkcije f: [0,1] — R , ki :

(a) je odvedljiva na intervalu (0, 1) in ni zvezna na intervalu [0, 1],

(b) je zvezna na [0, 1] in ni odvedljiva na (0, 1)

. Za funkcijo f:R—R je f(x)=+/(zx—1)% zavsakz eR.

(a) Izracunajte levi in desni odvod f in f% !
(b) Ali je funkcija f odvedljiva v tocki z =1 7
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Za funkcijo f: R™ — R, kjer je f(z) = %, izpeljite formulo za odvod f'(x)!
Za funkcijo f: R — R, kjer je f(z) = cosz, izpeljite formulo za odvod f'(z)!
Za funkcijo f: RT™ — R, kjer je f(z) = /x, izpeljite formulo za odvod f’(z)!

Formulirajte verizno pravilo odvajanja!

Formulirajte izrek o odvedljivosti inverzne funkcije in zapisite formulo za odvod

inverzne funkcije!

Za funkcijo f: R~ — R*, kjer je f(x) = 22, izpeljite formulo za odvod (f~!) inverzne
funkcije f~1: RY — R, t.j. (f71) (y) =?

Po katerem izreku je funkcija arcsin odvedljiva na odprtem intervalu (—1,1) in

funkcija arctan odvedljiva na vsej realni osi R 7

Izpeljite formuli za odvoda funkcij arcsin in arctan !

Za funkcijo f: [a,b] — R formulirajte Rolleov teorem !

Kako se glasi Lagrangeov teorem o konénem prirastku funkcije 7

Ce je I zaprt interval in je funkcija f: I — R odvedljiva, navedite zadosten pogoj

za to, da je f strogo monotono padajoca na I !
S pomocjo Lagrangevega izreka o konénem prirastku preverite implikacijo:

{f zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b), f'(x)>0 za z€(a,b)} = f strogo raste na [a,b] .

S pomocjo Lagrangevega izreka o konénem prirastku za funkcijo f:[n,n + 1] — R,

kjer je f(x) = In(z), preverite oceno
1\" 1 n+1
(1+> <6<<1+> za vsak n € N!
n n

Dokazite, da je funkcija ¢t —— ¢t 4+ sint strogo monotono rasto¢a na vsej realni osi
R!

Opisite postopek za dolo¢itev najmanjse in najvecje vrednosti odvedljive funkcije

f:la,b] =R, (a,beR, a<b),kijotazavzame na intervalu [a, b] !

Kako bi doloéili najve¢jo vrednost zvezne funkcije f: [a,b] — R , ki je odvedljiva na

odprtem intervalu (a,b) ?

Katero funkcijo imenujemo zvezno odvedljivo in kaj pomeni oznaka f € C"[a,b] ?

10
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Za funkcijo f: R — R, kjer je f(x) = sin x, preverite identiteto (™ (z) = sin (:1: + ng)
zax € Rinn € NU{0} . Enako nalogo resite za funkcijo f(z) = cosx!

Za funkcijo f: R — R, kjer je f(x) = arctan x, izracunajte £ (0) !

Dokazite, da je 1 + x < €” za vsak x # 0! (Preverite, da je prvi odvod funkcije

f(z) = e* — 1 — z strogo rastoca funkcija.)

Dokazite, da je e® > 1+ x + 22/2 + 23/6 za vsak = > 0! (Prepricajte se, da je prvi
odvod funkcije f(z) = e — (14 +22/2+ 23 /6) strogo rastoca funkcija na intervalu
[0,00).)

Dokazite, da jee® < 14+ 2 + 22 <1+ % |z|, Ce je 0 # |z| < % I (Prepricajte se, da je
prvi odvod funkcije g(x) = 1+ x + 22 — €% strogo rastoca funkcija, ker velja za vsak

z<1/20cenaz < § = 2dt< zdt =1In2, t.j. ¥ < 2.)

Dokazite, da je In(1 — x) > —2z za vsak x € [0,3/4)! (Studirajte monotonost
funkcije f(xz) = In(1 — z) 4+ 2z in brez kalkulatorja, npr. s pomocjo zgornje ocene
e >1+x+22/2+2%/6za x>0 (ali s pomoéjo Taylorjeve formule tretjega reda),

preverite neenakost e3/2 > 4.)

ZLEPEK - konstrukcija gladke krivulje skozi predpisane tocke. Tri tocke Tp(&o,10),
T1(&1,m) in To(&2,m2) v ravnini zelimo povezati s krivuljo K, ki jo tvorita krivulji
Ky in K, izrazeni v obliki x = x(t), y = y(t) (parametri¢na izrazava), kjer sta
x(t) in y(t) zozitvi kubi¢nih polinomov na interval [0, 1]. Natan¢neje, dolo¢iti zelimo
koeficiente a;; in b;; kubi¢nih polinomov z;(t) = a0 + ait + apt® + a;zt? in y;(t) =
bio + birt + bi2t2 + bist3, i € {0,1}, da bo zadosceno naslednjim petim pogojem:
(i) (0

i) a1

iiny(0)=mnzai=0,1
+1(0) in y;(1) = y;41(0) za i = 0,1
i) zi(1) =} 1(0) in y;(1) = yi41(0) za i = 0,1
iv) (1) =}, (0) in g/ (1) =y, (0) za i = 0,1
v)  26(0) = 27(1) = 0 in y5(0) =y (1) = 0.
Resite to nalogo za primer tock 75 (0,0), 71(1,4) in 75(2,2)!

) =
)=
)
)=

(Resitev: zo(t) =t, yo(t) = Lt — 383, 21() = 14+ t, ya(t) =4+t — 32+ 383))
OPOMBA: Krivuljo skozi Ty, T} in T smo zlepili iz krivulj Ko = {(zo(t), yo(t)) :
0<t<l1}in

K1 = {(z1(t),y1(t)) : 0 < ¢t < 1} tako, da je prehod skozi tocko T; gladek reda
2 (ujemanje odvodov 1. in 2. reda). Ce tolmacimo parameter ¢ kot ¢as, potem
pomeni preslikava t — (z(t),y0(t)) (gladko) gibanje od tocke Ty do tocke Ti in
preslikava ¢t — (z1(t),y1(t)) (gladko) gibanje od tocke T7 do tocke Ts,torej gladko

gibanje od tocke Ty do To (preko T7) z zacetnim in kon¢nim pospeskom enakim 0
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(pogoj (v)). Zaradi navedenih dejstev imenujemo krivuljo K naravni zlepek reda 2
(angl. spline of order 2). Ker smo zlepek realizirali s pomocjo kubiénih polinomov,

ga imenujemo kubiéni zlepek.

Zgornja naloga ima neposredno posplositev. Danih je n tock T;(&;,n;) (i =
0,1,...,n—1; n > 3) v ravnini, ki jih Zelimo povezati z gladko krivuljo (zlepkom)
K = U2 K, K; = {(zi(t),y:(t)) : 0 < t < 1}, kjer so a;(t) in ;(t) kubicni polinomi.
Natancneje, dolociti zelimo koeficiente a;; in b;; kubi¢nih polinomov z;(t) = a0 +
ait + aipt? + a;zt® in y;(t) = bio + byt + biot? + bist3, i € {0,...,n — 2}, da bo
zado§ceno naslednjim petim pogojem:

(i) x;(0)=¢ in y;(0)=mn za i€{0,...,n—2} ter

Tpo(l) =&u1 in ypo(l) =N

(i) (1) = 2i+1(0) in y;(1) = yi+1(0) za i € {0,...,n — 3}

(iii) (1) = 2;,1(0) in y;(1) = y;,1(0) za i€ {0,...,n —3}

(v) (1) = 2,1 (0) in /(1) = 4/, (0) 7 i € {0,...,n— 3}

(v)  alj(0) = 2!1_y(1) = 0 in y(0) = y!'_y(1) = 0.
Pogoja (i) in (ii) zahtevata, da poteka zlepek K skozi dane tocke v predpisanem
vrstnem redu (urejenost), z zacetno tocko Tp in konéno.tocko 7T),—1. Pogoj (iii) za-
hteva, da je stik krivulj K; in K;+1 v tocki T;4+1 gladek za vsak i € {0,...,n — 3}.
Pogoj (iv) zahteva, da je stik krivulj K; in K;y; v tocki T;41 gladek reda 2 za vsak
i €{0,...,n—3}. (Ta pogoj lahko tolmacimo fizikalno z ekvivalentno zahtevo, da je
pospesek gibanja po krivulji K zvezen.) Pogoj (v) zahteva, da je ukrivljenost krivulje
K v njeni zacetni in konéni tocki enak 0. (Fizikalna interpretacija tega pogoja je
zahteva, da je pospesek v obeh skrajnih tockah enak 0. Tudi v statiki najdemo mo-
tiv za ta pogoj - upogib elastitne ravne palice, ki ni vpeta na konceh - upogibnico

aproksimiramo z zlepkom.) Ta, zadnji pogoj imenujemo homogeni naravni pogoj.
Resevanje zgornje naloge se prevede na reSevanje sistema linearnih enach za koefi-
ciente a;; in b;;.

Naloga. Za urejeni cetverici tock T = ((0,0),(1,4),(2,2),(3,1)) in T* = ((3,1), (1,4),
((2,2),(0,0)) dolocite polinome z;(t) in y;(t), ¢ € {0,1,2}.

(Resitev. Tabela T doloca polinome zo(t) = t, yo(t) = Ft—2t3; 21 (t) = 1+, yi(t) =

4+§t—5t2+§t3; x2(t) = 2+t inya(t) = —§t+2t2—%t3 ter tabela T* doloca polinome
zh(t) = 3=3t+13, yi(t) = 1+ 22— 243 25 (t) = 14362203, yi(t) = 4+ 5t —4t2+ 343,
a3(t)=2-32 + 3 inys(t) =2 — St + 12— 1t3)

V racunalniSkem programu Mathematica najdemo podprograma (Standard
Package) Graphics - ‘Spline‘ in NumericalMath - ‘SplineFit‘. Prvije namen-
jen graficnemu resevanju te naloge, ukaz Show[Graphics[Spline[Table[{;,n;},
{i,0,n—1}1111, drugi pa nam omogoca ne le grafitno resitev te naloge, temvec
neposredno izpiSe tudi vrednosti iskanih koeficientov a;; in b;; z ukazom

InputForm[SplineFit[Table [{&;,n;}, {i,0,n — 1}1, Cubicl]l, t.j. 2z ukazom

12



27.

. Ali je funkcija f: [0,1] — R, kjer je f(x)

InputForm[SplineFit [{{{o,no}, {&1,m}, ... » {&n—1,Mn—1}}, Cubicll.

Zlepke ne uporabljamo le v graficne namene. Zlepek nam lahko dobro sluzi
tudi za analitiéni opis pojava, ki ga prikazuje obseznejsa tabela (npr. dobljena z
meritvami). Z interpolacijskim polinomom visoke stopnje (Lagrangev ali Newtonov
pristop), dobimo obicajno veliko ”opletanje” okrog tock v ravnini, ki jih doloca dana
tabela in s tem tudi slabo analiticno predstavitev pojava. Nasprotno pa zlepek nima

te pomankljivosti.

Diferencial in prirastek funkcije:
(a) Kaksna je razlika med diferencialom in prirastkom funkcije ?
(b) Cejefunkcija f:[a,b] — R dvakrat zvezno odvedljiva, kako lahko ocenimo

(s pomocjo Lagrangeovega izreka) razliko med diferencialom in prirastkom funkcije ?

INTEGRAL

. Razlozite pojem integrabilnosti funkcije f: [a,b] — R, ki ni stalnega znaka !

. Navedite vsaj en zadostni pogoj za to, da je funkcija f: [a,b] — R integrabilna (v

onovnem Riemannovem smislu) !

Ali je funkcija f: [0,1] — R, kjer je f(z)

2, cejexr=20 . .
, integrabilna (v

SE - Gejex #£0

onovnem Riemannovem smislu) 7

, integrabilna (v

‘H

0, ¢cejex=0
cejex #0

onovnem Riemannovem smislu) ?

Ali obstaja (delta) funkcija d: [-1,1] = R , daje d(z) =0 =zavsak z #0
in da je (Riemannov integral) f_ll d(z)dr #£07

18—-122, ceje <2z <1
0, Cejel<xr <2,
integrabilna. Torej za vsak z € [0, 2] obstaja integral g(z) := [ f(t) dt. Neposredno

Prepricajte se, da je funkcija f: [0, 2] — R, kjer je f(z) = {

se prepricajte, da je funkcija g € C]0,2]. Torej obstaja (utemeljite) tudi integral
h(z) = fox g(t)dt za vsak x € [0,2]. Neposredno se prepricajte, da je funkcija
h € C'0,2]. Skicirajte grafe funkcij f, g in h!

Za funkcijo f: R — R, kjer je

-1, cejex <O
flx)=4¢ 1/4, ¢ceje0<ax <1,
1, cejex>1
dolocite funkciji g, h: R — R, kjer je g(x) = [; f(t)dt in h(z) = [ g(t) dt. Skicira-
jte grafe funkcij f, ¢ in hter preverite, ¢e je g € C(R) in h € C*(R)!
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

V kaksnih relacijah so za funkcijo f: [a,b] — R naslednje trditve:
i)  Funkcija f je integrabilna.
ii) Funkcija f je zvezna.

(
(
(iii) Funkcija f je odvedljiva.
(iv) Funkcija f je omejena.

(

v)  Funkcija f je monotona.
Za funkciji f, F: R — R, kjer je

f(x):{mcsm(l)—cos(l) cejex #0 - F(x):{ﬁsm(l), cejex #0

0, cejex =20 0, cejex =0,

ugotovite ali je funkcija F' primitivna funkcija funkcije f na intervalu [—1, 1] 7 (Odgovor

utemeljite!)

Poisc¢ite numeri¢no vrednost integrala fl " sin(t?) dt tako, da pomo¢jo kalkulatorja
ter spodnjih in zgornjih Riemannovih (Darboux-jevih) integralskih vsot, ki se nanasajo
na ekvidistantni delitvi intervalov [0, /7] in [\f V27| na deset (dvajset) podinter-

valov ocenite integrala fl "sin(t?) dt in f "sin(t?) dt !

Preverite oceno &f < fm/3 dt < —aZ— za vsak z € [0,1]!

O Vi-asin’t T 3 1-3g

sintdt < Ys
14+t+sint — 27+1

sint<l+mzate[0,n] nl4+nm<1+4+t+sint<1+427 zat€ [r 27, kiju tudi

Dokazite grobo oceno 0 < fOQF s pomocjo neenakosti 1 <1+t +

preverite !

S pomocjo posploSenega izreka o srednji vrednosti doloc¢enega integrala preverite

D) 2m/3 2
\3f < /ﬂ/3 sin (3; sin (sinz) dr < 3 !

oceno

(Upostevajte oceno sin (\{) > sin (%) = ﬁ )

Wx/3w< L_ < zxzavsak z € (0,1]!

Prepricajte se, da velja ocena § < V- Vi—3z
—xsin?t -

4 sin( ﬂzﬁ n(3rz/4) < f27r/3 sin(3xt/2) dt < 4sin(mwx/4) sin(3wx/4)

Preverite oceno
3z 1—222 \/1 x2sin?t — 3av/1-x2

%\w

za vsak x € (0,1)!

S pomocjo integrala dokazite, da velja ocena (1 + %)n <e< (1 + %)n+1 za vsak
n € N.

(Nasvet In(1+ 1) =In(n+1) —Inn = fg“ ‘i—x, kjer je n < x < (n+ 1) za ustrezen

Dokazite, da je ffcdm = ¢(b — a) pri poljubni konstanti ¢!
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Osnovni izrek integralskega racuna (Newton-Leibniz) — primer ?

Za funkcijo L: RT — R, kjer je L(x) = Inx, izpeljite formulo za odvod L'(z)!

Za funkcijo BR :— R*, kjer je F(z) = exp x, izpeljite formulo za odvod E’'(x)!
Neposredno in s pomoc¢jo integrala izrac¢unajte limito lim, . [% Yo (14 %)2] !

Prepricajte se, da je funkcija y: R — R, kjer je y(z) = for sin(sint) dt, simetri¢na
glede na tocko
x=m,tj. f(m—x)= f(m+x)! (Nasvet: Z odvodom se prepricajte, da je razlika

konstantnal)

Ali je funkcija F: R — R, kjer je  F(z) = [ m(;ﬁ za vsak x € R, odvedljiva
v tocki 0 in ¢e je, koliko je F'(0) ?

Ali je funkcija  fi R — R, kjerje f(z)=[] ln(edﬁ za vsak xr € R, odvedljiva

v to¢ki z = —1 in Ce je, izracunajte njen odvod f'(—1)!

Pod kaksnim kotom seka krivulja z enacbo y = fox ln(dt (x € R) abscisno os?

ey
2
Za funkcijo f: R — R, kjer je f(x) = fxl e~ Tdt za vsak x, dolocite odvod f/(0) !

Ali je funkcija F': R — R, kjerje F(x) = f;z cos(t?)dt zavsakx € R, odvedljiva
v tockah x =0 in x = 1 in ¢e je, koliko je F’(0) in F'(1) ?

Formulirajte osnovni in posploseni izrek o srednji vrednosti funkcije f: [a,b] — R!

S pomocjo odvoda (N-L teorem) funkcije F: x +— ffl e~ dt skicirajte krivuljo
y=F(z)(-2<z<2)!

S pomocjo odvoda (N-L teorem) funkcije y: x — foz sin(sint) dt skicirajte krivuljo

y=y(z) (0<z<2m)!

sin t dt
1+4+t+sint

S pomocjo odvoda (N-L teorem) funkeije y: 2 — [ skicirajte krivuljo

y=y(z) (0<z<9)!

S pomocjo odvoda (N-L teorem) funkcije y: z — flm sin(¢?) dt skicirajte krivuljo

y=y(z) (0< o <v2m)!

Formulirajte izrek o integraciji po delih, t. j. zapiSite formulo in navedite pogoje pri

katerih ta formula velja!

15



34. Za poljuben n € N in poljubna u,v € C"[a,b] preverite posploseno formulo inte-

35.

36.

37.

38.

39.

40.

gracije po delih (popolna indukcija)

b
/ u(t) o™ () dt =

Pri kaksnih pogojih glede funkcij =z —— f(x) in ¢t+— xz(t) gotovo velja enakost

P =(8)
[ teoyiwa= [ f@a
o z(a)

(a) Formulirajte izrek o uvedbi nove spremenljivke v doloc¢eni integral !
b) Vintegral [} v1+ 422dx uvedite novo spremenljivko ¢ = 2z !
g oV D j

S substitucijo x =

ff)l V1 —x2dx !

cost neposredno v doloCeni integral izracunajte integral

Za zvezno bijektivno funkcijo f: [x1,22] — [y1,¥2], ki ima zvezno inverzno funkcijo

f_l: [3/1,92] -

[x1, z2], izpeljite formulo
Y2
F ) dy = [y f( / f(@)dz !
Y1

(Uporabite substitucijo y = f(z) in integrirajte po delih!)

Sistem enacb:

/ V1 +sin(2z)dx :/ V (sinz + cos z)?dx :/ (sinz + cosz)dr =0
3 3

2

je protisloven, saj je o¢itno prvi integral pozitiven (zakaj?). Kje je napaka ?

Kje je napaka v naslednjih protislovjih:

t=tg =0< [T

2

O<f0 = 1)2 = [—ﬁh:—Q

1eos2t gy — mdx = [T cosxdr = [sinz]] =0
0 0

t—xB :>0<f1x3d$:flt 3\/dt:0

4— 3cosx _fO l+t2)(4 31 )_

O>f_1( 1+x2>dx— [arctg ]1 g

41. Izracunajte integrala: f 1 Ts <1+e1/x> dr in 100” V1 —cos2zdx !
Skicirajte grafa funkcij f: R - Rin g: R — R, kJer je

1 (+e), eejerto g<x>—{f/<m)’ o

- |

L,

cejex =0 0, cejex =0
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

53.

o4.

95.

56.

o7.

Prepricajte se, da je [ e’ dt < e — 1 za vsak z € (0,1]!

Za zaporedje n — ry(z) = [ %dt dokazite, da je lim r,(x) = 0, ce je |x| < 1
n—oo

ter da je lim |r,(z)| = oo, ¢e je |z| > 1!
n—oo

Definirajte izlimitirani (nepravi) Riemannov integral neomejene funkcije po ome-

jenem intervalu ter integral zvezne funkcije po neomejenem intervalu !
Razlozite pojem Cauchy-jeve glavne vrednosti!

Formulirajte Cauchy-jeva pogoja za izlimitirana integrala f; f(z)dz in faoo g(z)dz,

kjer sta funkciji f: [a,b) — R in ¢ : [a,00) — R zvezni in je f neomejena !
Kaksen je pomen Cauchy-jevega pogoja za izlimitirani integral ?
Definirajte realni funkciji I in B!

Opisite Stirlingovo formulo in povejte za kaj se uporablja!

Kako bi izracunali plos¢ino med krivuljama K; = {(z,f(z)):a <z <b} in
Ko ={(z,g9(z)) : a <z < b}, ¢e sta funkciji f in g zvezno odvedljiviin je f(z) < g(z)

za vsak x € [a,b] 7

Kaj je to ploscinski element lika L = {(z,y):a <z <b, fi(z) <y < fo(x)} pri
zveznih funkcijah fi, fo : [a,b] — R?

Izpeljite formulo za volumen rotacijskega telesa, ki ga pri rotaciji okrog osi x (osi
y) popise ik L = {(z,y) :a <z <b, 0<y < f(x)}, kjer je funkcija f: [a,b] — R

zvezna !
Kaj je to locni element gladke krivulje?

Izpeljite formulo za povrsino rotacijskega telesa, ki ga pri rotaciji okrog osi z (osi
y) popise krivulja K = {(z, f(x)) : a < x < b}, kjer je funkcija f: [a,b] — R zvezno

odvedljiva !
Kaj je to povrsinski element rotacijskega telesa ?

Izpeljite formulo za geometrijski vztrajnostni moment lika L = {(z,y) : a < x <b,

0 <y < f(x)} glede na os z (0s y)), kjer je funkcija f: [a,b] — R zvezna!

Izpeljite formulo za geometrijsko srediice (tezisce) lika L = {(z,y):a <z <b,

fi(z) <y < fa(x)} glede na os = (os y), kjer sta funkeiji fi, fo: [a,b] — R zvezni!
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