1. Avto, ki v zaéetku miruje, odpelje s pospeskom 2 m/s®. Po desetih
sekundah pospesevanja pelje pet sekund enakomerno. Nato enakomerno
zavira, dokler se ne ustavi. Zaviranje traja pet sekund. KolikSno pot
prevozi?
Najprej izraéunajmo najvedjo hitrost vy, vo = at = 2m/s>.10s = 20 m/s in nari§imo
digram hitrosti v odvisnosti od ¢asa.
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PrevoZzena pot je enaka ploSCini trapeza na sliki. Srednjica je »dolga« 12,5
sekunde, viSina pa 20 m/s. Prevozena pot je torej 250 m.

2. Avtomobilu enakomerno naraste hitrost s 54 km/h na 72 km/h v Stirih
sekundah. KolikSno pot prevozi v tem ¢asu?

Najprej pretvorimo enoti. Hitrost avtomobila na zacetku opazovanja je 15 m/s, na
koncu opazovanja pa 20 m/s. Pri enakomerno pospeSenem ali pojemajoc¢em
gibanju je pot kar enaka produktu povprecne hitrosti in ¢asa, pri ¢emer je
povprecna hitrost polovica vsote zacetne in koncne hitrosti. V. nasem primeru je
povprecna hitrost 17,5 m/s, ¢as pospeSevanja pa 4 s. PrevoZena pot je torej
70 m.

3. Cvetliéni lon€ek pade z balkona, ki je 10 m nad gornjim robom okna.
Okno je visoko 1m. Koliko ¢asa leti lonéek mimo okna? Kolik$na je hitrost
lon€ka, ko leti mimo sredine okna? Za g vzemimo g =10 m/s>.

Najprej izracunajmo hitrost. ViSinska razlika je 10,6 m. Hitrost je torej enaka

v =./2gh =+210m*/s* =14,5m/s.

Cas leta At lahko izradunamo kot razliko dveh Sasov: Sasa t,, v katerem prileti
lon¢ek do spodnjega roba okna in Casa t;, v katerem prileti lon¢ek do gornjega

roba okna. V nasem primeru jet, = \/2h,/g =1483sin t; = 1,414 s. Cas leta

mimo okna je torej At = 0,069 s.

Ker je visSina okna (Ah = 1m) majhna v primerjavi z viS§insko razliko (h = 10 m)
med gornjim robom okna in balkonom, lahko cCas At izracunamo ftudi z
diferenciranjem izraza za cas leta t: t=./2h/ g.Velja dt =(dt/dh)dh =dh/./2gh.
Enacbo prepisemo za vedji spremembi At in Ah: At =(dt!/dh)Ah=Ahl|2gh.
Enacba pove, za koliko (At) se podaljSa ¢as leta, ¢e se viSinska razlika poveca za
Ah. Pri tem se zavedamo, da slednja enacba ni vec natancna in da je natancnost
izraCunanega ¢asa At tem vecja, ¢im manjse je razmerje Ah/h. V naSem primeru
dobimo At = 0,071 s, kar se za 3% razlikuje od prej izracunanega ¢asa. Ce v

izrazu za At vzamemo za h srednjo visinsko razliko, h = 10,5 m, dobimo precej
boljse ujemanje.



4. S koliksno zacetno hitrostjo moramo z 10 m visokega balkona v smeri
navpiéno navzdol vre€i kamen, da bo zadel tla s hitrostjo 20 m/s? Kako
dolgo traja let kamna?

Najprej izracunajmo zacetno hitrost v,. Velja V2= vp? + 2gh, iz ¢esar dobimo v, =
14 m/s. Cas leta izradunamo iz enacbe h = vot + gt¥/2 z resitvijo

t =(—v, V2 +2gh)/g. Upostevamo le pozitivno reSitev z znakom + pred

korenom in dobimo t = 0,6 s.

**Tudi negativna resitev ni Cisto brez pomena. Predstavija ¢as, ob katerem bi
moral s tal z ravno pravo hitrostjo in v smeri navpicno navzgor odleteti kamen, da
bi bil ob ¢asu ni¢ v viSini balkona in bi imel hitrost vy v smeri navpi¢no navzdol.

5. Z 10 m visokega balkona spustimo kamen. S kolikSno hitrostjo moramo
pol sekunde kasneje z mesta pod balkonom vreéi drug kamen navpiéno
navzgor, da se bosta srecala na poloviéni visini?

Oznacimo visino balkona s hy, zaCetno hitrost drugega kamna z vy, zakasnitev
meta drugega kamna pa s t,. Casovni potek visine prvega kamna je enak: h1 = hy
— gt¥/2. Visina drugega kamna je ob Gasu t (t>ty) enaka: h, = vo(t-tg) — g(t-ty)*/2.
Prvi kamen je na polovicni visini ob Casu t=.h,/g =1s.Tedaj je tudi drugi
kamen na isti viini hy = hy/2, ¢e je vop = 12,5 m/s.

** Kot varianto te naloge izraCunajte, kdaj in v kateri viSini se sreCata kamna, ¢e
je zacetna hitrost drugega kamna 8 m/s! (t=1,17s, h=3,1m)

6.Pospesek telesa ni vedno konstanten. Oglejmo si podrobneje tri zglede.
Telo naj bo v zacetku opazovanja v izhodiS¢u (so = 0). Zacetna hitrost telesa
naj bo v,. Pospesek telesa naj bo

i)a=kt

ii) a=agsinwot

iii) a=ape™.

Izracunajmo ¢asovni potek hitrosti in odmika od izhodisca.

i) v = v+ kt?/2 s = vt + kt*/6

ii) Vv = vy +(ay/w)(1-coswt) s = (vo + a/o)t — (ag/e’)sinwt

i)  v=vy+ (ad2)(1-e™) s = (vo + ad/ )t — (ag/2?)(1 - e™)

7. Casovni potek pospeska telesa, ki v zaéetku miruje, podaja nalednja

slika. Izraéunajmo €asovni potek hitrosti in premika iz zacetne lege.
a

ay

Pri raCunanju ¢asovnih potekov hitrosti in premika posebej obravnavamo tri
Casovne intervale: t<t; (i), t;<t<t (ii) in t>t, (iii).



i) Na prvem ¢asovnem intervalu je pospesek enak a = ay(t/t;), zaetna hitrost pa
je nié. Zato velja v = agt?/2t; in s = agt’/6t;. Na koncu intervala je hitrost v(t;) =
aot1/2, premik pa s(t;) = aot*/6.

ii) Na drugem ¢asovnem intervalu je pospeSek enak a = ap(t,-t)/(t,-t;). Hitrost

Y
Goly _ a(t, ~1) .Na koncu drugega intervala je
2 2(t, - )

telesa je enaka v=v(t)+ j adt =

t
hitrost v(t;) = apt/2. Casovni potek premika je: s=s(t)+ j vdt =
ty

— ao(tz _l‘)3 _ aotz(tz_t) + aot2(2t2 — t1)
6(t,~t,) 2 6 '

aot2(2t2-t1)/6.

iif) Ko je t>t, pospesSka ni. Gibanje je enakomerno s hitrostjo v(t;), premik telesa iz

zacetne lege pa je enak s = s(ty) + v(to)(t-t2).

Na koncu intervala je premik s(t;) =

8. Klado porinemo po naoljeni vodoravni podlagi. Pri tem dobi hitrost vy = 2
m/s. Zaradi viskoznosti olja se potem klada giblje pojemajoce s pospeskom
a = -kv, pri éemer je k =0,5 s . Po koliksnem éasu pade kladi hitrost na
desetino zacetne vrednosti? Kako dale¢ od zacetne lege se klada ustavi?

Upostevajmo, da je pospeSek odvod hitrosti po Casu: a = dv/dt = -kv. Lo¢imo
spremenljivki: dv/v = -kdt. Enacba pove, da je v zelo kratkem ¢asovnem intervalu
dt relativna sprememba hitrosti dv/v enaka —kdt. DaljSi Casovni interval od ¢asa 0
do poljubnega Casa t razdelimo na mnoZico kratkih ¢asovnih intervalov in

v t
seStejemo (integriramo!) relativne spremembe hitrosti: jﬂ:_j kdt. Zgornja
Vo 4 0
integracijska meja levega integrala predstavija hitrost v ob casu t, spodnja pa
hitrost ob Gasu 0. Z integracijo dobimo In(v/vy) = -kt, oziroma v = vee™. Hitrost
klade pade na desetino zadetne vrednosti, ko je e* = 0,1, oziroma t = (In10)/k =
4.6 s.

t
Premik klade od zacetka do ¢asat je enak s = J' vdt = (v, k)(1—e™).Pri izraunu
celotne poti klade vzamemo t = « in dobimo s = vy/k =4 m.

9.lzstrelek odleti iz tocke na tleh, ki je od 10 m visokega zidu oddaljena 20
m, z zac¢etno hitrostjo 20 m/s. KolikSen mora biti kot med za¢etno smerjo
leta izstrelka in vodoravno podlago, da izstrelek zleti preko zidu? KolikSna
je najmanjSa zac€etna hitrost, pri kateri izstrelek zleti preko zidu? (g = 10
m/s)

Izhodisce postavimo v zacetno tocko. Visino zidu oznacimo s h, oddaljenost od
izhodiséa pa z s. Pri po§evnem metu velja x = vgtcosa in y = votsina — gt?/2.
Izstrelek leti preko zidu, ko je pri x = s visina y vecja od h. Pogoj x=s je izpolnjen
ob asu t = s/(vocosa). Tedaj je visina izstrelka enaka y = stga —(gs*/2vo’)/cos’a.
IzraCunajmo, pri katerih kotih « je y ravno enak h. Z upostevanjem zveze 1 +gla



= 1/cos’a dobimo kvadratno enacbo za tga: Atg’a — Btga +A +1 =0. Da je manj
pisanja smo vpeljali dva brezdimenzijska parametra A in B: A = gs?/2v,°h, B =
s’/h. Enacba ima pri dovolj veliki zacCetni hitrosti dve reSitvi:

tga = [B + \/ B> —4A(1+ A)J/ 2A.Pri majhnih zacetnih hitrostih je A velik, izraz pod

korenom pa negativen. EnacCba tedaj nima reSitve. NajmanjSo zacetno hitrost
dobimo tako, da izraCunamo A, pri katerem je izraz pod korenom 0. Enak je

A=W1+B? —1J/ 2. Kot, ki ustreza temu metu, je enak o = arctg[(\/1+82 +1)/ BJ

V nasem primeru je B=2, a = 58°, najmanjsa zacetna hitrost pa 18 m/s. Zaéetna
hitrost v nalogi (vo = 20 m/s) je vecja od najmanjSe zacletne hitrosti, zato je
problem resljiv. Pri podatkih iz naloge je A = 0,5 in B = 2. Temu ustrezata mejna
kota oy = 45° in a = 71,6°. Izstrelek bo letel Sez zid, ko bo a; < a < .

10. S tal 10 m visokega tunela izstrelimo izstrelek pod kotom a z za€etno
hitrostjo 30 m/s. KolikSen mora biti kot a, da bo izstrelek padel na tla
najdlje?

Predpostavimo, da je zacetna hitrost izstrelka dovolj velika, da ta lahko zadene
strop tunela viSine h (v02>2gh). V nasem primeru je ta pogoj izpolnjen.
Izracunajmo kot a=cg, pri katerem se izstrelek v svoji najvisji to¢ki ravno dotakne
stropa tunela. Tedaj je vy2sin®ay/2g = h.

V splosnem je dolzina leta s enaka s = (vo?/g)sin2a. Naraséa do kota o = 45°,
nato pa pada. Ce je kot ay vedji od 45°(2gh<vy?<4gh) pa tudi ¢e je vo°<2gh, bo
najvedja dolzina leta s = v,°/g doseZena pri o = 45°. V nasem primeru je a = 28°
< 45° zato je let najdaljsi pri kotu «ay. Dolzina leta je enaka

V2
s=4h|—> —-1=748m.
2gh

11. Z vrha klanca z nagibom a=30° vrzemo v vodoravni smeri kamen z
zacetno hitrostjo vo=20 m/s. Kako dale¢ pade kamen na tla? Za koliko se
poveca dolzina meta, ¢e povecamo zacetno hitrost za Avy=0,2 m/s? Za
koliko bi se poveéala dolzina meta , &e bi bil nagib klanca veéji za Aa=0,1°?

Izhodi$¢e koordinatnega sistema postavimo na vrh klanca. Os x je vodoravna, 0s
y pa kaze navpicno navzgor. V tem koordinatnem sistemu opiSe klanec funkcija
y = -kx, pri Cemer je k = tga. Pri vodoravnem metu velja x = vt in y = -gt2/2. Ko
kamen zadene tla velja —gt?/2 = -kv,t. ReSitvi enacébe sta dve. Ena je seveda t=0,
kar ustreza zacetni toCki, reSitev, ki jo iS¢emo pa je t = 2kvy/g. Ko kamen zadene

tha, je x = 2kvyY/g in y = -2kvy/9. Dolz2ina meta s je torej
2v? sina
S=4x?+y? =20 =543m.
4 g cos’a

Povecanje dolzine meta pri majhnem poveCanju zacetne hitrosti najlaze

o . L . 4vy,dv, sina  2s .
izracunamo z diferenciranjem izraza za s: ds = >—=—20av, ki ga
g cos“a v,




smemo uporabiti tudi pri neinfinitezimalnih spremembah zacetne hitrosti, Ce je le
Avp<<vy. Velja torej As = (2s/vp)Avp= 1,1 m.
Z diferenciranjem pois¢emo tudi spremembo dolzine meta, ko se kot a spremeni

za Aa. Z natancnostjo velikostnega reda Aa/a velja
2vZ 1+sin’ a o o
AS = —>———=—Aa =0,27m.Pri izracunu moramo spremembo kota A« izraziti
g cos’a
v radianih.

12. Z vozila, ki se po vodoravni podlagi giblje s hitrostjo v* = 20 m/s,
izstrelimo izstrelek pod kotom a = 30° glede na vozilo in sicer v smeri
gibanja vozila. Zaetna hitrost izstrelka je vo =40 m/s. Kako dolgo leti
izstrelek? Kako dale¢ od vozila pade izstrelek na tla? KolikSna je razdalja
med mestom izstrelitve in mestom, kjer izstrelek zadene tla in pri katerem
kotu a je ta razdalja najvecja? Zra¢ni upor zanemarimo.

Problem obravnavamo v dveh opazovalnih sistemih. Najprej naj bo opazovalni
sistem vezan na vozilo, izhodisCe pa naj bo na mestu izstrelitve. Ce zanemarimo
zracni upor, lahko gibanje izstrelka, ko ga opazujemo z vozila, obravnavamno kot
poSevni met. Cas leta je enak t = (2vo/g)sina = 4 s. DolZina »meta« je enaka s =
(Vo¥/g)sin(2a) = 139 m. Izstrelek pade na tla 139 m od vozila. Ker v dasu leta
izstrelka vozilo prevozi pot s* = v*t = 80 m, je razdalja D med mestom izstrelitve
in mestom, Kkjer izstrelek zadene tla, enaka D = s+s* =219 m.

Obravnavajmo problem $8e v mirujocem opazovalnem sistemu. Izhodis¢e
postavimo na mesto izstrelitve, os x koordinatnega sistema naj bo usmerjena v
smeri gibanja vozila, os y pa navpi¢no navzgor. Zacetna hitrost izstrelka v smeri
0Si X je enaka v* + vocoSsa, v smeri 0Si y pa voSina. Za mirujo¢ega opazovalca
odleti izstrelek pod kotom f3, B = arctg[vesina/(v* + vocosa)] = 20,1° in ne pod
kotom a. Zadetna hitrost izstrelka, vz, je odvisna od « in sicer velja v = vo? + v*?
+ 2vpv*cosa. Cas leta, t = (2vy/g)sina = 4 s, je enak, kot v gibajoéem se
opazovalnem sistemu. To seveda ni presenecenje, saj je v klasicni fiziki Cas enak
v vseh opazovalnih sistemih. Oddaljenost mesta, kjer pade izstrelek na tla, od
mesta izstrelitve je D = (v* + vpcosa)t = 219 m. Seveda sta tudi razdalji v obeh
opazovalnih sistemih enaki.

IzraCunajmo Se, pri katerem « je razdalja D najveclja in kolikSna je. Velja D =
(Vo¥/g)sin2a + (2vev*/g)sina = (Vo*/g)[sin2a + esina]. Vpeljali smo brezdimenzijski
parameter ¢ = 2v*/vy. Razdalja D je najvecja, ko je odvod dD/da enak ni¢. To

velja pri kotu a, ki je podan z enaébo cosa = (V32 +¢&* —&)/8.V nasem primeru
je e=1, a = 563, 6% in najvecja razdalja D= 282 m.

* Sami obravnavajte primer, ko odleti izstrelek v drugi smeri, na primer v
nasprotni smeri gibanja ali pravokotno na smer gibanja vozila!

13. Centrifugi v petih sekundah frekvenca vrtenja enakomerno naraste z 10
Hz na 20 Hz. KolikSen je kotni pospesek? Kolikokrat se centrifuga v tem
¢asu zasuka?

Kotni pospesek je enak a = Aw/At = 2zAv/At = 12,6 52,



Kot zasuka A¢ izraCunamo kot produkt povpreéne kotne hitrosti (2715Hz) in
Casa. Enak je 75.2x. Stevilo zasukov je torej 75.

14.Vztrajnik, ki v zacetku miruje, se za€ne vrteti neenakomerno pospeseno
s pospeskom o = agsin’Qt. IzraGunajmo c€asovni potek kotne hitrosti in
zasuka.

Najprej zapisimo kotni pospeSek v obliki o = (ay/2) — (aw/2)cos(2(X). Prvi Clen
predstavija povprecni kotni pospesek, drugi pa nihanje kotnega pospeska okrog
povprecne vrednosti.

Kotna hitrost ob ¢asu t je enaka w(t) = ja(t)dt = %t —Z—;’)sin(ZQt). V prvem ¢lenu
0

spoznamo enakomerno naraScanje kotne hitrosti, ki je enako produktu
povprec¢nega kotnega pospeSka in ¢asa. Drugi ¢len, ki predstavija odmik od

Je ¢as pospesevanja. Pri dolgih ¢asih, ko je t>>1/£, ga lahko zanemarimo.

4 8Q)?
Casih (t>>1/0) zasuk dovolj dobro opiSemo s prvim ¢lenom, ki predstavija vrtenje
S povprecnim kotnim pospeskom, pri krajSih Casih pa je treba upostevati tudi
drugi clen.

t
Podobno je z zasukom. Velja ¢(t)= J' o(t)dt =% % [1 —COS(ZQt)]. Pri dolgih
0

15. Oglejmo si enakomerno pojemajoce krozenje v primeru, ko je kotni
pospesek odvisen od kotne hitrosti. Zacetna kotna hitrost naj bo wy, kotni
pospesek pa

i)a=-Ao

i) a = -Bo?

i) Ker je a = davdt, dobimo enacbo davdt = -Aw. Enacbo delimo z w in mnozZimo z
dt, da locimo spremenljivki. Dobimo: da/w = -Adt. Enacbo integriramo po kotni

w t
hitrosti od wyp do w, po ¢asu pa od ni¢ do t: do = j — Adt. Pri tem predstavija
0

w
[
integracijska meja @ kotno hitrost ob ¢asu t. Rezultat integracije je w = woe™.

Kotna hitrost eksponentno pada proti ni¢ z znacCilnim ¢asom 1/A. Zasuk do Casa t

t
je enak ¢ = J'a)dt = %(1 —e ™). Do tedaj, ko se telo ustavi, je zasuk enak wy/A.
0

ii)Postopamo podobno kot v prejSnjem primeru. Ena¢bo da/dt = -Bo? delimo z &°
in mnozimo z dt, da lo¢imo spremenljivki. Pri tem dobimo ena¢bo dw/a@ = -Bdt.
Enacbo integriramo po casu od 0 do t, ko se kotna hitrost spremeni z vrednosti
wo ha o. Rezultat je o =wy/(1 + woBt). Pri daljSih ¢asih je kotna hitrost obratno
sorazmerna casu. Poglejmo Se, kako se s Casom spreminja zasuk :

t
Q= j wdt :%In(wa)oBt). Vrtenje se nikoli ne ustavi in pri dolgih Casih gre ¢
0

proti neskonc¢no. To seveda kaze, da je primer (ii) model, ki ga lahko uporabimo



le pri dovolj veliki kotni hitrosti. Pri zelo majhni kotni hitrosti model ne popisuje
realne situacije. Model (ii) lahko na primer povezemo z zracnim uporom in
nastopa pri velikih kotnih hitrostih, model (i) pa z viskoznim uporom v leZajih, ki
previada pri manjSih kotnih hitrostih.

16. Na vztrajnik deluje stalen navor, v osi pa navor viskozne sile tako, da je
kotni pospesSek vztrajnika a=o09—Aw. Vztrajnik v zacetku miruje.
Izradunajmo €asovni potek kotne hitrosti in zasuka.

Podobno kot v prejSnjem primeru zapiSemo enacbo da/dt = ap — Aw. Enacbo
delimo z ay—-Awin mnozZimo z dt, da lo¢imo spremenljivki. Dobljeno enacbo
integriramo po &asu od nié do t in po kotni hitrosti. Casu nié¢ ustreza kotna hitrost

ni¢, ¢asu t pa kotna hitrost w: J' d—w
Q

t
= J' dt. Kot rezultat integriranja dobimo @
Ao |

= (a/A)(1 — e™). Kotna hitrost naraséa in se eksponentno z znadilnim éasom =
1/A priblizuje vrednosti ay/A, pri kateri je a« = 0. V Casu r = 1/A naraste kotna
hitrost na 1 — 1/e = 2/3 kon¢ne vrednosti, pospesek pa pade z zacetne vrednosti
ap ha vrednost ap/e = ay/3. Pri kratkih ¢asih (t<<z) lahko ¢len Aw v izrazu za
kotni pospeSek zanemarimo. Kotna hitrost je tedaj kar enaka apt. Do enakega
rezultata pridemo, ¢e v izrazu za kotno hitrost razvijemo e’y Taylorjevo vrsto po
potencah At , upoStevamo, da je At<<1 in obdrzimo najmocnejsi nenicelni ¢len.
Ker velja e = 1 — x + x%/21 — x*/3! + x*/41..., je 1 — e™ = At in zares dobimo o =
Otot.

t
Zasuk dobimo z integriranjem kotne hitrosti po ¢asu: ¢ = J'a)dt = % (At —1+ e‘A‘)
0

Po dolgem c¢asu (At = t/t >>1) je zasuk priblizno enak (ay/A)t, kar ustreza vrtenju
S Sstalno kotno hitrostjo ay/A. Pri kratkih Casih (At<<1) je vrtenje priblizno
enakomerno pospeseno s kotnim pospeSkom oy, zato je zasuk priblizno enak
aot?/2. Do enakega rezultata pridemo, Ce razvijemo v izrazu za ¢ eksponentno
funkcijo e™' v Taylorjevo vrsto in obdrzimo najmoé&nejsi nenigelni &len.



