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1. METODA KONCNIH ELEMENTOV ZA LINIJSKE KONSTRUKCIJE

1.1 UVOD

Metode, ki jih uporabljamo pri analizi konstrukcij, lahko razvrstimo glede na razlicne
znadilnosti, ki so skupne posameznim metodam.

Pogosta je razvrstitev na analitiéne in numeri¢ne metode, kjer je lastnost, ki vpliva na
razvrstitev metode, nadin radunanja. Pri analitiénih metodah skuSamo na podlagi sovisnosti
med opazovanimi veli¢inami izpeljatiti ¢imbolj splosno veljavne rezultate, pri numeri¢nih
metodah pa sku$amo na podlagi znanih podatkov in Ze znanih sovisnosti med opazovanimi
velidinami izracunati rezultate le za obravnavani primer. Metoda konlnih elementov je

numeri¢na metoda.

Ena med pomembnejiimi je razvrstitev metod glede na to, ali temelje na metodi sil ali na
metodi premikov. Pri obravnavanju metode konénih elementov v tej knjigi se bomo omejili
na izpeljanko, ki temelji na metodi premikov.

Pri metodi konénih elementov konstrukcijo razdelimo na konéne elemente, ki so navadno
enostavni deli obiajnih linijskih elementov ali kar celi linijski elementi. Kon¢ni elementi
so med seboj povezani le v vozli§¢ih. Tako dobimo mreZo konénih elementov (slika 1.1),
ki skupaj z drugimi geometrijskimi podatki o elementih, podatki o lastnostih materiala in
podatki o obtezbi predstavlja ra¢unski model konstrukcije.

1 - 6 vozlista
D-® elementi

X X

Slika 1.1 Linijska konstrukcija in ena izmed moznih, njej prirejenih mrez koncnih elementov

KakSen del linijskega elementa vzamemo kot kon¢ni element, je odvisno predvsem od
oblike elementov konstrukcije (slika 1.2), v€asih pa tudi od vrste ter razporeda obtezbe po

konstrukciji.
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Slika 1.2 Izbira koncnih elementov pri linijskih konstrukcijah

5 ve¢ kon¢nih S
4 elementov, &e se Jl Vv pr aksi ukrlvljene
¥ prerez spreminja m elemente pogosto

Pri ratunanju z metodo koné¢nih elementov moramo poznati lastnosti konénih elementov.
Katere so te lastnosti in kakSnim pogojem mora zado$&ati radunski model, je odvisno od
metode ratunanja znotraj metode konénih elementov. Kot smo e omenili, lahko pri
metodi kon¢nih elementov radunamo po metodi premikov ali po metodi sil.

Med obema metodama se je doslej mnogo bolj uveljavila metoda premikov. Njena
prednost je zlasti v enostavnejsi formulaciji postopka, ki se da poenotiti za katerokoli
konstrukcijo. To pa je pomembna prednost pri izdelavi ratunalniskih programov za raun
po metodi kon¢nih elementov.

" Pri metodi premikov so neznanke prosti premiki vozlis¢, ki se pojavijo, ko konstrukcijo

obteZimo (slika 1.3). Pri tej konstrukciji so to premiki zgornjih dveh vozlis¢ okvirja, od teh
pa sta najbolj pomembna zasuka obeh vozlis¢. Poleg prostih premikov vozli¥¢ pa se
pojavijo tudi premiki drugih todk na oseh elementov. Vse premike konstrukcije lahko

razstavimo na dva dela:
P P
~ .
= +

Slika 1.3  Superpozicija premikov konstrukcije

Prvi del premikov nastane na deformacijsko dolo¢enem sistemu, na katerem so vsi sicer
prosti premiki vozliS¢ enaki ni€. Pojavijo se le premiki elementov, na katere neposredno
deluje obtezba. Ta pa pri obteZenih elementih v vozliiéih povzroca tudi polnovpetostne
akcije - sile, s katerimi elementi delujejo na vozliséa.




Ce dodatne podpore na deformacijsko doloenem sistemu odstranimo, se zaradj
polnovpetostnih akcjj in druge obteZbe vozliS¢a premaknejo tako, da se polnovpetostne
akcyje in druga obteZba uravmoteZijo s silami zaradi premikov (upogibkov) elementov.
Nastane drugi del premikov konstrukcije.

Prvi del premikov moramo izraCunati po metodi sil oziroma v skladu s predpostavkami o
obnasanju kon¢nih elementov za vsak element posebej. Drugi del premikov pa izratunamo
iz ravnoteznih enacb v vozlis¢ih konstrukcije, pri éemer moramo poznati lastnosti konénih
elementov. Med njimi je najpomembnej$a togostna matrika. Kako jo izraunamo, bomo
spoznali v naslednjem razdelku.

1.2 SPLOSNE OSNOVE METODE KONCNIH ELEMENTOV

1.2.1 Zapis osnovnih enatb elastostatike v matri¢ni obliki

Vse izpeljave pri metodi konénih elementov bomo zapisali v matriéni obliki. Zato najprej
zapi§imo kot vektorje napetosti, deformacije, pomike in volumske sile v neki tocki
kon¢nega elementa:

fof =o,0,.0,,1 7,01 ] \ (1.1)
) =le.oy 0y ¥V (12)
fu}" =fu,v,w] (1.3)
i'={xvz (1.4)

Med temi Stirimi veli¢inami veljajo zveze, ki jih lahko zapiSemo s tremi matriénimi
enacbami:

a) Ravnoteine enatbe (3 enacbe)

[4]" {o} +{V} = {0} (15)
b) Zveze med deformacijami in pomiki (6 enacb)

fe} =[] fu} (1.6
¢) Zveze med napetostmi in deformacijami (6 enacb)

(o} =[E}{e} (1.7)

Matrika [d] je matrika diferencialnih operatorjev, matrika [E] pa matrika elastiénih
konstant materiala, iz katerega so zgrajeni elementi konstrukcije.

V matri¢ni obliki lahko zapiSemo tudi princip virtualnega dela:
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{8U}" {F} = [(s¢}" (o} av (18)

Pri tem pomenijo:

znak &, da gre za virtualne veliCine,
{U} vektor vozlis&nih premikov,

{F} vektor vozlis¢nih sil.

1.2.2 Poljska in interpolacijska matrika

Pri metodi konénih elementov predpostavimo, da se pomiki elementov med vozlii
oziroma v polju elementa spreminjajo po neki funkciji, ki jo zapiSemo z matriko [a]:

{u} =[a] {c} (19)
Pri tem pomenita
[2]  poljska matrika, v kateri funkcije skoraj poljubno izbiramo,
{c} vektor konstant, ki jih dolo¢imo tako, da vektor pomikov {u} v vozlidgih ustreza
vektorju vozlistnih premikov { u}.
Foli'ska matrika ima v vozli§¢ih doloene vrednosti, ki jih lahko zberemo v robnj matriki
ak|.

Izratunamo jih iz robnih pogojev za pomike {u}:

{U} =[*]{c} (1.10) i/

{U;}
_ j
Pri tem je {U} vektor vozli¢nih premikov kon¢nega \)l/

elementa (slika 1.4;, sestavljen iz vektorjev vozli$&nih {U3

premikov {Ui}m{UJ y Slika 1.4 Vektorja vozlisénih

Iz teh enatb lahko izratunamo vektor konstant {c}: Plr emik;’v koncnega
elementa

{c}=[a*]" {U} (1.11)
Oznacimo inverzno robno matriko [a"]_l v4 [B]

{c} =[B]{U} (1.12)

Vrednost matrike konstant {c} upostevamo v enadbi za pomike {u} in dobimo

{u} =[a][B] {U} = [b] {u} (1.13)




Pri tem smo namesto produkta poljske matrike in inverzne robne matrike pisali:

[b]=[a][o*]” (1.14)

To matriko imenujemo tudi interpolacijska matrika.

Interpolacijska matrika nam pove, kako se spreminjajo pomiki znotraj polia konénega
elementa v odvisnosti od vozlisénih premikov.

1.2.3 Ravnotezna enacba koné¢nega elementa

Z uporabo interpolacijske matrike [b] lahko zapiSemo izraze za deformacije in napetosti v
obliki: :

{e} =[d] {u} =[4][6]) {u} =[p] {U} (1.15)
[P]
{0} =[E] {e} = [E][d] [b] {U} = [E] [p] {U} (1.16)

Tudi princip virtualnega dela na konénem elementu lahko zapiSemo drugade, &e izraz za
virtualne deformacije zapisemo podobno kot izraz za dejanske deformacije.

8W* = {5U}" {F} (1.17) j
{F)
SW" = [{5¢} {o} dv (1.18)

i
\ /\{Fi}
(5e} = [4] {ou} =[a] 5] U} =[e] 6L} (119)
Slika 1.5 Vektorja vozlisénih sil
koncnega elementa

SW* = vf (P18} (E][p] {U}) av =

(680" 1" (e[} (03 av = (120
o) ([T e 0 o)

v
Ker je 8W" -8WZ* =0, lahko zapiSemo:

(8U} ([e]" [E][p] {U} aV - {F})=0 (1.21)
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Ker je {8U} poljubno velik, torej tudi razli¢en od ni¢, mora biti izraz v oklepaju enak njg,
To pa lahko zapiSemo tudi v obliki:

T
{F} = [le] [E][p]av {u} (1.22)
%\, ’
K]
Del izraza na desni, ki ga kaze zaviti oklepaj, ozna¢imo s [K] To je togostna matrika
koncnega elementa. Zadnjo enacbo lahko sedaj zapiSemo v obliki:
{F} =[K]{u} (1.23)

Enatba (1.23) je ravnote?na enatba kon¢nega elementa. Pove nam, da je vektor sil v
vozlis¢ih enak produktu togostne matrike kon¢nega elementa in vektorja vozlis¢nih

premikov.

Iz enatbe (1.23) sledi, da so &leni togostne matrike sile v vozli§¢ih zaradi enotnih premikov
v vozli§¢ih.

Ce vzamemo npr. prvo komponento v vektorju vozli$¢nih premikov enako 1, vse druge pa
ni¢, dobimo, da je:

prva komponenta v vektorju vozli¥¢nih sil enaka prvemu ¢lenu v prvi vrstici togostne
matrike,

druga komponenta v vektorju vozlif¢nih sil enaka prvemu Clenu v drugi vrstici togostne
matrike,

zadnja komponenta v vektorju vozli§¢nih sil enaka prvemu ¢lenu v zadnji vrstici togostne
matrike.

1.2.4 Posploena togostna matrika

Pri ratunu togostne matrike se v&asih zgodi, da je ni mogole izradunati v analitiéni obliki.
Takrat jo moramo za vsak konkretni konéni element izradunati z numeri¢no integracijo.
Temu se lahko v nekaterih primerih izognemo z uvedbo posploSene togostne matrike.

Zapis matrike [p] nekoliko preuredimo:

[p]= [4](5] = 4] a] [B] = 0] ]  az

D]

Pri tem je pomembno, da je matrika [B] sestavljena samo iz konstantnih ¢lenov.
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Na preurejen natin zapisano matriko [p] uporabimo v zapisu togostne matrike [K]:
[K]= f(O][B])" (E]([P][B] aV =
:I[B]T [D]" [E][D][B] 4V = (1.25)
[B]' vf [D]" [E][D] ¢V [B]
Torej je togostna matrika kon¢nega elementa

[K]=[B]" [, ][] (1.26)

Na sredini izraza na desni je posploSena togostna matrika. Vrednosti njenih ¢lenov se
lahko izracunajo v analiti¢ni obliki za podobno oblikovane konéne elemente.

4 vj[D]T [E][D]dV (1.27)

1.2.5 Transformacijske matrike

glavni krajevni k. s.
koord. sistem y y
z

X

Slika 1.6 Glavni koordinatni sistem za opis konstrukcije in krajevni koordinatni sistem za
opis kon¢nih elementov

Zvezo med komponentami nekega vektorja v glavnem in krajevnem koordinatnem sistemu
lahko zapiSemo na ved nacinov. Pri drugem smo komponente v glavnem koordinatnem
sistemu oznacili s pre¢no ¢rto zgoraj.

{v} XYz~ [TO] {v}x,y,z {v}= [TO] {v} (1.28)
Pri tem ima transformacijska matrika vrednosti ¢lenov:

cos (X, x),cos (X, y),cos(X,z)
[To]=| cos(Y,x),cos(Y,y),cos(Y,2) (1.29)
cos(Z,x),cosZ,y),cos(Z,z)

Ker je transformacijska matrika ortogonalna, velja:

1. Metoda kon¢nih elementov za linijske konstrukcije 7
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(L] =[] (1.30)

Ce imajo posplo3eni vektorji ve¢ kot tri komponente, moramo transformacijsko matriko
ustrezno sestaviti iz [To) ali njenih delov.

[To]
[T]= [T] (131)

1.2.6 Transformacija togostne matrike iz krajevnega v glavni koordinatni sistem

Togostno matriko konCnega elementa obiajno laZe izraunamo v krajevnem
koordinatnem sistemu.

Pred sestavljanjem togostne matrike konstrukcije, ki je zapisana v glavnem koordinatnem
sistemu, je zato treba togostne matrike kon¢nih elementov transformirati v glavni
koordinatni sistem.

ZapiSimo najprej enacbe, s katerimi transformiramo vektorje vozlis¢nih sil in premikov iz
krajevnega v glavni koordinatni sistem:

{F} =[T]{F} (1.32)
{T} =[1]{U} (1.33)
Osnovno enatbe kon¢nega elementa (1.23)
{F} =[K]{u}
pomnoZimo na levi in na desni strani) spredaj s transformacijsko matriko [T], kar nam da:
[T]{F} =[T][K]{U} (1.34)

ker je {U}=[T]" {T}, dobimo
{F}=[T][x][1]" {T} (1.35)

Produkt prvih treh matrik na desni zapiSemo kot [K] in ga imenujemo togostna matrika

kon¢nega elementa v glavnem koordinatnem sistemu.
{F} =[] {T} (1.36)

Zadnja enacba je osnovna enacba koncnega elementa zapisana v glavnem koordinatnem
sistemu.




] e w3 e et ) e b bl e el el e 8 - s L_x L& __=

1.2.7 Ravnotezna enacba konstrukcije

Ce osnovne enatbe vseh kon¢nih elementov, zapisane v glavnem koordinatnem sistemu,
zdruzimo in upoStevamo zveze med premiki konstrukcije in premiki kon¢nih elementov
ter raviotezne pogoje med zunanjimi silami v vozliS¢ih in vozli¥¢nimi silami elementov,
dobimo ravnoteZno enacbo konstrukcije, ki jo lahko zapiSemo v obliki

}=[xfu} (1.37)

\ vektor vozlis¢nih premikov konstrukcije
togostna matrika konstrukcije

vektor vozliSénih
sil konstrukcije

Tudi ¢leni togostne matrike konstrukcije so podobno kot &leni togostne matrike konénega
elementa sile zaradi enotnih premikov.

KI\ L/I\ Red vektorjev in matrik v ravnotezni enacbi konstrukcije je
— odvisen od Stevila vozliS¢, tipa linijske konstrukcije in vrste

vozlis€.
“T T, Ce vsa vozli$¢a ustrezajo znacilnemu vozli§¢u pri doloéenem

tipu linijske konstrukcije, dobimo red vektorjev in matrik v
ravnoteZni enacbi konstrukcije kot produkt Stevila vozlis¢ in
Stevila premikov v posameznem vozlis¢u.

Ce so posamezna vozlis¢a delno spros€ena, npr. e so vsi
“T P~ elementi pri ravninskem okvirju ¢lenkasto povezani,

- - moramo red vektorjev in matrik zmanjSati za S$tevilo
Slika 1.7 Vozlis¢ni premiki spro$¢enih premikov. Tak momentni ¢lenek zmanjSa red
ravninskega okvirja vektorjev in matrik za 1.

Za ravninski okvir na sliki 1.7 je red vektorjev vozli$¢nih sil in vozli§¢nih premikov oziroma
Stevilo njunih komponent enak 8 . 3 = 24. Togostna matrika pa ima red 24 . 24.

KolikSen bi bil red vektorjev in matrik, &e bi: a) v obeh podporah sprostili moment; b) v
vseh treh preckah sprostili moment na levi in na desni strani; c) sprostlh moment v zZgornji
precki na levi strani?

Vsak ¢len togostne matrike konstrukcije ima pri linijskih konstrukcijah jasen fizikalen
pomen. Na primeru konstrukcije na sliki 1.8, Zelimo ugotoviti, kaj je togost v smeri zasuka
srednjega vozlis¢a in kolik$na je njena velikost. Ker je to sila zaradi enotnega premika, je v
primeru zasuka to moment. Ce hotemo zasukati srednje vozlii€e konstrukcije za enoto,
moramo zasukati vse elemente, ki so v tem vozliS¢u togo povezani (slika 1.9). Pri tem
moramo uporabiti moment, ki je vsota momentov, potrebnih za zasuk posameznega
elementa.

K=K +K,+K, +K,

Vrednosti teh momentov so dane v togostni matriki elementa.
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i

Slika 1.8 Togost vozliséa v smeri zasuka Slika 1.9 Togosti posameznih elementov v
vozlis¢a smeri zasuka vozlis¢a

1.2.8 Reducirana togostna matrika

V podporah konstrukcije so premiki omejeni
in zato vnaprej znani (slika 1.10). Navadno
so enaki ni¢, véasih pa imajo vnaprej
predpisano velikost. Sil (podpornih) v smeri
prepreCenib premikov ne poznamo. V smeri
prostih premikov pa poznamo sile (zunanjo
obtezbo), ne poznamo pa premikov.

l l znane sile

neznani premiki

l l Ce zdruzimo znane komponente v vektorju
{U} v vektor {U,}, neznane komponente pa
v vektor {U,} ter neznane sile v smeri
_ preprecenih premikov v podporah v vektorju
S neznane sile {F} v vektor {F.} in znane sile v smeri
Slika 1.10 Razdelitev prostostnih stopenj prostih premikov v vektor . {Fu} > lahko
konstrukcije na znane in neznane ravnotezno enacbo konstrukcije zapi§emo v
razdeljeni obliki:

-t Bt =
Po mnoZenju matrike in vektorja na desni dobimo dve enacbi:

. }=K..fu.}+[K KU} (1.39)

(R} =K. ]{U.}+[K,]{U.} (1.40)

r

J o 1 znani premiki

Ker premike podpor {U,} poznamo, lahko iz prve enacbe izratunamo neznane premike v
prostih vozlis¢ih:
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(Ua} = [Kea]" ({Ru} - [ ] {U.) (L41)
Kadar je {U,} ={0}, je vektor neznanih premikov
(U} = [Kon] " (R} (1.42)

Matriko [K ] imenujemo reducirana togostna matrika konstrukcije.

1.2.9 Sile v vozliscih konstrukcije zaradi neposredne obtezbe na elementih

Pri ravnotezni enacbi konstrukcije (1.37) lahko v
vektorju vozlisénih sil konstrukcije {F} upoitevamo samo

{F; } 4 {F;} sile, ki delujejo v vozlis¢ih konstrukcije. Od vseh
, l l ] l l. . komponent poznamo le sile v smeri prostih premikov,
i j ki so komponente vektorja {F,}. Dobimo jih tako, da

upostevamo ustrezne komponente zunanjih sil v smeri

.?‘lika 111 ObteZbawna el_ementu koordinatnih osi glavnega sistema.
in enakovredne vozliséne sile

Zato je primerno, da pri obtezbi konstrukcije s
koncentriranimi silami izbiramo vozli¥¢a konstrukcije v
tockah, kjer delujejo te sile.

Kadar pa obtezba deluje tudi v polju elementov, jo je treba nadomestiti z enakovrednimi
vozli§énimi silami. Te izraunamo z uporabo principa virtualnih premikov. Virtualno delo
porazdeljene obtezbe na konénem elementu mora biti enako virtualnemu delu

enakovrednih vozliS¢nih sil:
8Wq =3Wg (1.43)
sWr = {sU}" {F} (1.44)

Ce oznadimo s {q} vektor porazdeljene obteZbe na konénem elementu in njej ustrezne
premike z vektorjem {Su}, je delo te obtezbe:

W, = [{su} {a}da (1.45)
Ker pa je:

(su}T = ([v] {8U}) = {su)" [b]" (1.46)
dobimo:

sW, = {sU}" [[b]" {q} dA (1.47)

Ker je {8U}T poljuben in torej tudi od ni¢ razliéen, je zaradi enacbe (1.43)
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{F} = [[b]" {a} da (1.48)

Preden te sile upostevamo v vektorju {F_}, jih moramo transformirati v glavni koordinatni
sistem:

{F} =[11[b]" {a} aa (1.49)

Komponente vektorja {F,} izraCunamo tako, da v posameznem vozlif€u seStejemo
komponente vozli§énih sil vseh elementov, ki so v tem vozliS¢u povezani.

1.2.10 Kondenzirana togostna matrika konstrukcije

Kadar za nekatere zunanje sile v vektorju {F_}
vnaprej vemo, da so ni€, lahko zmanjSamo red
(E}=0 reducirane togostne matrike [K__].

{E} 0 Take obtezne primere sreCamo, kadar je

’ konstrukcija obteZena samo v smeri nekaterih
prostih premikov (slika 1.12). Npr. pri potresu so
vodoravne sile obiajno bistveno velje od
navpi¢nih.

L . Kondenzacija togostne matrike nam omogoca, da

Slika 1.12 Razdelitev obtezbe na analiziramo  vpliv  take obteZbe na  bolj
bistvene in nebistvene komponente preprostem racunskem modelu konstrukcije.

Vzemimo, da so niéne (nebistvene) sile oznalene z {F}, tiste, ki pa niso ni (bistvene) pa
z {F,}. Reducirano enatbo konstrukcije sedaj razdelimo v dve matrini enacbi:

I i -

Ker je {F,} = {0} (1.51)
sledi iz druge enacbe: 4

{0} =[K..] {U.} +[Ky ] {U} (1.52)
Iz te enacbe lahko izratunamo premike v smeri ni¢nih sil:

{u,} =‘[Kbb]_l [x.]{u.} (1.53)
Zapisimo $e prvo enacbo v (1.50)

(R} =[K.J{U} +[Ka]{UW)
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In v njej upostevajmo izraz za {U,}:

(R} = [k} - [Ko][Ka] ' [Ka] {U.)
= (Ku]-[Ko][Ka]'[K]) (U]

(1.54)

Izraz v oklepaju oznacimo s [Kc] in dobimo kondenzirano ena¢bo konstrukcije:

{r.}=[k.]{u,} (1.55)

[K.] je kondenzirana togostna matrika konstrukcije v smeri {U,}. Red te matrike je enak
Stevilu od ni¢ razli¢nih vozli§¢nih sil.

Kondenzacijo izvedemo lahko tudi na nivoju elementa, kadar vnaprej vemo, da so
nekatere vozliSne sile na elementu enake ni¥. Takrat dobimo kot rezultat kondenzirano
togostno matriko elementa. Pri linijskih konstrukcijah tako iz togostne matrike

obojestransko vpetega elementa dobimo togostne matrike elementov z razli¢nimi oblikami
¢lenkov na eni ali obeh straneh.
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13 RACUNANJE LINLJSKIH KONSTRUKCLJ PO MKE

13.1 Linijski element z ravno osjo in konstantnim preénim prerezom

Linijski kon¢ni element z ravno osjo (slika 1.13) je na voljo v $tevilnih radunalniskih
programih. Vgrajen je tudi v programih, ki jih uporabljajo pri svojem delu skoraj vsi
gradbeni konstrukterji v Sloveniji. S tem elementom lahko radunamo linijske konstrukcije,
pri katerih imajo elementi striZno sredis&e pre¢nega prereza v tezid¢u pre¢nega prereza.

Linijski kon¢ni element ima na vsakem koncu po eno vozlise, kjer se lahko povezuje z
drugimi elementi. V vsakem vozli§¢u ima $est prostostnih stopen;j: tri pomike in tri zasuke.
Tudi vozli§¢nih sil je v vsakem vozli§¢u Sest: tri sile in trije momenti.

Za krajevni koordinatni sistem izberemo Kartezijev desnosuéni koordinatni sistem, pri
cemer je os x usmerjena od zaletnega proti konénemu vozliséu.

Slika 1.13  Linijski konéni element s prostostnimi stopnjami (vozlisénimi premiki (U)),
vozliS¢nimi silami (F), dvema izmed vseh moZnih obteZb in povezanost vozliSénih sil z
notranjimi silami.
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[

Vozlid¢ne vektorje sil sestavljajo komponente notranjih sil. V vozli$¢u i so vozli$¢ne sile:

( F; =-N; \
E; =_Qyi } » o
Ei =-Q4 {F. B T e R
Fij= = 1.56
%) Fi =_Mxi( {{Mn}} S I (159
E; =-M,, -
(Fsi =M ]

Ker gre pri vozliS¢u i za notranje sile na desni strani prereza, so te ravno obratno
usmerjene kot vozliS¢ne sile. V vozli$¢u j ima vozlis¢ni vektor sil komponente, ki so enako
usmerjene kot notranje sile:

{Fi}T = {Fj. By, By, Fyy, Fy;, B (1.57)

Vozlis¢na vektorja premikov pa sestavljajo komponente:

(U)=u; |
U, =v;
{Ui} =1 3:: :: F{gg%} (1.58)
Us; =Py
(Ui =9
{us} "= {U1;,Uy;, U, Uy, U, Ugg ) (1.59)

Celotna vozli¥¢na vektorja linijskega konénega elementa pa sta
T
" = {5
T
(U}’ = {{Ui}T' Uy} }

1.3.2 Osnovne enacbe elastostatike

(1.60)

Ker so pri linijskih elementih normalne napetosti v smeri osi y in z krajevnega
koordinatnega sistema in striZna napetost t, ter zato tudi tem napetostim ustrezne
deformacije tako majhne, da jih lahko zanemarimo, lahko stanje napetosti in deformacij
linijskega elementa opiSemo z vektorjema, ki imata samo po tri komponente:

T
{0} = {007 (1.61)
T
{e} = {ex oV c) (1.62)
1. Metoda kon¢nih elementov za linijske konstrukcije 1. 15



Pomiki to¢k so tudi pri linijskem elementu trije:
{u}" = {u,v,w} (1.63)

‘Zaradi manjSega $tevila komponent v vektorjih napetosti in deformacij se poenostavi tudi
matrika diferencialnih operatorjev.

Namesto Sestih ima le tri vrstice:

[__6_ 0 0 |
3
0 0
—_ 0 —_—
| 0z Ox |

Enostavnej$i od Hookovega zakona za trdno telo je tudi Hookov zakon za linijske
konstrukcije:

o, E 0 0ffe,
Ty (=0 G 07y (1.65)
Tz 0 0 G|y,

1.3.3 Dolocitev matrike oblikovnih funkcij

Ce pri linijskem elementu upostevamo tehni¢no teorijo upogiba in St. Venantovo torzijo,
smo s tem Ze izbrali funkcije v poljski matriki. Ce zanemarimo vpliv pre¢nih sil in
upoStevamo, da je element v primeru, ko analiziramo zveze med vozli$¢nimi silami in
premiki, obteZen samo z vozli§¢nimi silami, lahko enatbo upogibnice za pomike u, v in w
zapiSemo v obliki

du_ N

i< EA (1.66)
d>v M,
a2 _El (1.67)
d*w M
T EL (1.68)

y
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z Po dvakratnem odvajanju zadnjih dveh enaéb in
i | upoStevanju zvez, ki jih dobimo pri analiz
M, ¢ M /Y ravnotezja neobteZenega dela nosilca dolZine dx
: l} (slika 1.14) v obliki
Q M, +dM
fi/gy pE d*M d’M,
Ae Q) 2=0; =0 (1.69)
a2 My +dM, dx? dx?
& *Q
> X
Slika 1.14 Notranje sile na konceh dela
elementa dolZine dx
dobimo:
d*v d'w 7
E = 0; K‘— = 0 (1.70)

Ti enatbi nam skupaj z (1.66) povesta, kako se pomaknejo toke na osi nosilca. Pri
dolotanju pomikov tock izven osi pa upoStevamo Bernoullijevo hipotezo o ravnosti
prerezov (slika 1.15a in b) in Saint Venantovo teorijo torzije (slika 1.15c). Tako dobimo:

u=—5‘1y v ravnini xy (1.71)
dx
oziroma
7 dw
u=-——3z v ravnini xz 1.72
- | (1.72)
L z
\u4
y z /,/V‘J |

a) b) c)

Slika 1.15 Predpostavke za raéun pomikov tock izven osi linijskega elementa
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Zaradi torzijskega momenta nastane zasuk okoli x osi:

M, . doy _ M,
= dx oziroma —== =9 1.
®x IGI, dx Gl (1.73)
ter pomika
v=—§-xz in w=%xy (1.74)
s

Enacbe za racun pomikov lahko razvrstimo v $tiri skupine, pri €emer je v prvi skupini
enacba, ki opisuje vpliv osnih sil, v drugi skupini je opisano dogajanje pri upogibu v
ravnini xy, v tretji pri upogibu v ravnini xz in v etrti dogajanje pri torziji.

I) %=%—=cz

II) %;—:i=0; u=—%x‘£y

I1I) %\,"-:o; u=—%:—:—z (1.75)
V) %=g;‘t=cn; VE—QyZ, W=,y

Ce te enatbe enkrat oziroma §tirikrat integriramo, dobimo po preimenovanju konstant
naslednje izraze:

I) u=¢ +Gx
) v=g+cx+cX+6GX
u= -(c,+2¢cx+3¢x)y
I10) wt=c;,+c,;x+c9x2+cmx3
ui(-}cs+2c9x+3c,ox2)z
IV) o,=cyx+cp,
V=-C XZ-CpZ (1.76)
wW=C Xy+cCpy

V teh enac¢bah so pomiki v tockah konénega linijskega elementa doloCeni v odvisnosti od
lege toCke in dvanajstih konstant.

Zapisimo sedaj vsako skupino enacb posebej v obliki {u} =[a] {c}
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Pomiki, ki nastanejo zaradi osne sile:

u 1 x .
D b=yt =[o of{Thlah
wl, 0 o]
Pomiki, ki nastanejo zaradi upogibnega momenta okoli osi z:
2,713
u 0 -y —-2xy -3xy .
My, =ivp =l x 2 [, {eh,
W)\ 0 0 0 0
z c6

Pomiki. ki nastanejo zaradi upogibnega momenta okoli osi y:

o " au2.71€7
u 0 -z -2xz -3x"z .
m {u}, =ivp =[0 0 0 0 | *=[a] {}
W)y 1 x x? x? ’
Pomiki zaradi torzijskega momenta:
u 0 0 .
V) fohy, ={vt <[ -2[{]=Bl, G,
Wi, LXY ¥

Te §tiri enac¢be lahko zdruzimo v eno samo:

(0} =[[el [eh el Lo, ] (0 =[aD

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

Konstante {c} lahko izra¢unamo iz robnih pogojev, ki jih za kon¢ni element z dvanajstimi

prostostnimi stopnjami lahko napi§emo 12:

x=0; u=U,
D x=s; u=U
=s; =U);

Iy x=0; v=U, y
dv
—_— U IV
dx 6i ]
\\“ (p z

x=s; v=Uy; sz*jr*””””’”

— = Ug; (1.83) Slika 1.16 Smeri odvodov v po x in Uy sta

enaki

(1.82)
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) x=0; w=U,

IV) x=0; o, =Uy

X=5; ¢,=Uy

Slika 1.16 Smeri odvodov w po x in U sta
nasprotni

(1.85)

V te enatbe vstavimo namesto pomikov izraze, ki smo jih dobili v (1.76) in dobimo
vrednosti robnih matrik za posamezne skupine notranjih sil: )

Uj=c¢
I) Ujj=c +c,s
Uli _ 10 ¢
Ulj - 1 s C,
II) Us =¢
(Uamer
U, =>c3 +cs+css+ ¢S

=c,+2¢s+ 3¢ & v

&
|

U,; 100 0 fc
Uy 0-1 0 0 |jc,
U,; |1 s s § Cs
Ug] 40-1-25-35%]|c,

) Uy=¢

Us=c +cs+cs+cys’

U, =iﬁc8'-2c9s'-3cms2

}

Ug; 0 +1 0 0 Cg
Uyl 11 s s s? Cq
U, 0 1 +2s +43s? Cio

(1.86)

(1.87)

(1.88)
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IV) U;=cp

Us=c; s +Cp

Ugi| |0 1]fey
- 1.89
Zapi§imo robne matrike [a¥] in izraCunajmo njihove inverzne vrednosti ter matrike

interpolacijskih funkcij [b]:
I) Za osno silo N:

;_S’ s
Uli Ul]
X X
1 x 1 0 1—_1 -
s s
[b]N= 0 0 [_l l]: 0, O|v (1.90)
00 5 s 0, 0
II)  Za upogibni moment M,;
. : (1 0 0 0]
1 0 0 O 0 { 0 0
hop o d B R 2 -l
M |1I's s ;? ’ M, §2 s S M,
>4
0 1 2s 38 2 1 21
NE ST S L O
1 0 0 0]
0 -y -2xy -3x2 0 1 0 0
SN R S | IR R 1
M, 82 s 52 s B
0 0 0 0 2 1 2 1
[ & §2 3 s? ]
U21 U61 U2J U6)
6xy 6x°y y_'_4xy 3x2y _6xy 6x7y 2xy 3x“y|u
s2 $ s s2 ’ s2 83 ’ s s2
=1 3x2 2x3 X £+x3. 32 2x x? ﬁ v
s2 s3 ’ s 52 ’ 52 s3 ’ S s2
0 0 0 0 w
(1.91)
1. Metoda kon¢nih elementov za linijske konstrukcije 1. 21
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III) Na enak nagin dobimo tudi matriko [bly,

Us; Us; Us; Usj
[- 6_xz_6xzz Z_4x +3x22' _6xz+6x22' 2xz+3xzz u
2§37 s 27 2 ¢ s g2
[bl, = 0 0 0 0 v
3x2  2x3 2x2 %3 3x2 22 x? X3
I-= t—3 s —Xt——-— 2 3 -7 |V
S [ S S S S S S |
(1.92)
IV) Za M, pa dobimo:
1 1
01 -1 - =
k k
= 5 = = B
SRR W g N
Us Uy
0o 0 11 0 0 u
[b]Mx =|-XZ -Z ls (s) = E—Z _E v (193)
Xy 'y f( x;
___y+y < |V

Celotno interpolacijsko matriko [b] dobimo tako, da Clene iz posameznih matrik [b]
vstavimo na ustrezna mesta. Ker velja {u} = [b]{U}, mora imeti matrika [b] za raven
linijski kon¢ni element tri vrste in dvanajst stolpcev. Tri vrste za pomike u, v in w ter po

Sest stolpcev za premike v vsakem vozlis¢u.

Ce matriko [b]zapiemo v transponirani obliki, pripadajo vrste vozli§¢nim premikom,

stolpci pa premikom u, v in w.
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.4 - 2 s s 4

............. (GO TR S .2 S S 4.0 SO S
1-X 0 5 0 Uy
SN S SO FRR N
6xy 6x2y 3x%  2x3 |
—= 3 gt 0 Ui
....... S S BT
6xz 6x°z i 32 2x°
23 0 i3+ 5 | Us
....... ST 8T 8T ST T
0 E—Z : —ﬁ-f-y U4l
........................ 2s:s23
i
_4xz X 2 0 ;_H&_x_z Us;
e S8 — 3JS ....... sTo |
4xy 3x2y§ 2x% %3 i
—y+ 2 Px- G X 0 Ug;
LI T ST T A A ¢
X I
— : 0 j 0 Uy;
6xy 6x%y 3x2 2% |
2 3 2 3 0 Us;j
e ST S b $ o SN O TN N
6xz+6x2z E 3x2 23 U
_oxz X 3
......... SN SO SN WO SN S W
0 Zor 2 uy
e S SR CRR— foreeeon ST ST (194)
2xz 3x“z IoxX° X
.......... sS3J'Ss
2 2 ]
may L2 o o
5 s $ s i

13.4 Racun togostne matrike

Togostno matriko lahko izratunamo neposredno po enaébi (1.22):
T
K1= [[p]" [E][p] 4V
ali pa s pomogjo posploSene togostne matrike, ki je dolo&ena z enacbo (1.26):
T
[Kq]= J[D] [E][D] 4V
Togostno matriko v tem primeru izratunamo s pomo&jo matrike [a, ]™ = [B]:
T
[K]=[B]" [K,][B]
Posamezne dele togostne matrike lahko spet raéunamo loceno za vpliv osne sile, upogib v

ravnini xy, upogib v ravnini xz ter vpliv torzijskega momenta in jih nazadnje
superponiramo. Najprej izraunajmo matrike [D]:
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(2 4
%x 5 1 x 0 1
[D] =[d][a]y = % x 0 (0 0f=10 0© (1.95)
5 5 |lo of [0 o0
= 0 =
| oz x|
(0 4 2
%x 5 0 -y -2xy -3x%y 0 0 2y -6xy
[D)y,, =[d][a]y, = > ax O x x> % [=[00 0 0
3 P 0 0 0 0 00 0 0
- 0 =
| &2 ox |
(1.96)
Fi 0 0 5
%x 5 0 -z -2xz -3x‘z 0 0 -2z —-6xz
[D]Myz[d][a]My=-a; > 00 © 0 0 =00 0 0
P oIl x x X 00 o0 0
L2 o Z
| Oz ox |
(1.97)
2 5
%x 5 0 0 0 0
[D]Mx =[d][a]Mx = Ey— '& 0 -Xz -zl|=|-z 0 (1.98)
F) aILxy ¥ y 0
L o £
6z x |
PosploSene togostne matrike in togostne matrike pa so:
E 0 0j/0 1
T 0 00
SIS TT T 5.
0 0 GJ||0 O
01 (1.99)
=”[0 0 0][0 o}ma:”’[o OJdAdx=EAs[O 0]
E 00 0 E 01
0 0
1 1
1 _.1_ 1 0 - —=| Uy
=B’ B], = s % 1 1|gas=gal
[K]N_[B]N [Kq]N[ ]N_ 0 1 0 1 _; ; - _g ; Ulj
s Uy 1j
(1.100)
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[X.],,, = [[o], [E][D],, av=

0

i 0
- Ly
A X _6xy
0 0

0

-k [ 0
B 0 0 4sy’
0

E 0 0

0 G OJ

0 0 G
00 0 0 0] [0
00 0 00 0
0 0] [-2y 0 o |o
0 0f [-6xy 0 0] [0
0 0 [0
0 0 0
6s7y? |SA=EL |
0 6s’y? 12s%? 0

Tu smo upostevali, da je I, = f y* dA . Sledi togostna matrika K]y :

[K]M, = [B]L, [Kq JMz [B]Mz

[ 3 27
Po-2 5

2
Kh-| = &
oo 3.2
2 3

S S

1 1

00 =5 7

S O o o
© O o ©

© O © o
© O o o

4s 652
6s2 1253

0 6
-2 0
4 6

2 6s

w ™ @

Nl""
|

7]

“ '“"’NIO\"’ F&%] o

£

mN' Wo ©

| o

]
w

—
N

]0\%" S“NI ECW

I

w
N

s

=

EL

(1.101)

(1.102)
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Na podoben naéin izratunamo tudi [K]My

[ 12 6 12 _6]y
5 —5 —3 - 3
s 88 5|
s g 5|
[Klm, =EL, | §, § T2 & U
EEEESE A b
62 6 4
L s2 S s2 SJ 53
U3|' USi U3i Usj
Za torzijski moment pa dobimo:
K _ T
[Ka]y =[Ol [E][Dly, dv =
[E 0 0] 0 0
0 G 0 -z 0

0 0 G| [y o

_IO—Z y] [0 -z ¥] [22+y% o
“Jo 0 0] [0 0 o 0 0
Y
~7 o o

Tu smo upoét&dL da je j (z2 + yz) dA =1,
Togostna matrika je sedaj:

[Kly, =[BI%, [Kq]y,_ [Blw, =

GI, [s OJ 1
s S

00 1 0

1 11

J GdA dx =

(1.103)

(1.104)

(1.105)
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Ce uporabimo okrajsave

J_EA ; .- G,
S S
by _12EL , _12EL
y s3 ’ z s3
6EI, _6EI,
Cy = $2 ’ C, = $2
(1.106)
4E1
dy=4EIz ; a =Bl
S S
_2Elz . S _ZEI)’
= S ’ €z = S
lahko togostno matriko zapi$emo krajse: /' ,
o / Z
Uli U2| U3| U4i USi U6i Ulj UZ; US) U4j US] U6j
[a 0 0 !0 0 0 [-a 0 !0 0 71Uy
| |
0 by OEOOcYO—b),OEOOcyUZi
0 0 b 40 —o 010 0 b0 -, 0 |Uy
OOO:'_tOOOOO:—tO 0 {Uy
0 0 ‘°Z.:° d 0 (0 0 czEO e, 0 |Ug
0 ¢ 0{0 0 dy |0 —, 0 !0 0 e, U
_ y ! y y ! y 6i
K=z o510 a 0 00 0 0| u; 11O
| !
0 -b, 010 0 —cy 0 b, 050 0 —cy|Uy,
0 0 230 e 010 0 b 10 ¢ 0|Uy,
ooo{—toooooitoouﬁb
0 o0 —czEO ez 0 ]0 0 ¢ EO d;, 0 |Ug
(0 ¢, 00 0 e |0 —, 0!0 0 dy |Usj

Posamezni €leni togostne matrike pomenijo sile v smeri prostostnih stopenj, ¢e je eden
izmed premikov 1, ostali pa ni€. Preskusimo to najprej v 6. vrsti togostne matrike (slika

1.17):
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y Kontrolirajmo ravnoteZje:
6EI, 6EI
rd 2E: ¥ == 3 =0
o1 6 E |
Usi=1. cy=_sz_lz smi; 4EL 2BL 6EL
“ A 1 z s s s?
- o 2EL
C LTS
1 7 N
Idy=4EIz ] X
z s
6EI
Cy= z
y §2

Slika 1.17 Vozlis¢ne sile pri premiku
elementa za Ug=1

Na enak nain lahko prekontroliramo vseh 12 vrst (slika 1.18):

U=l a Uji=1
—_——— a-a=0 — —ry -a+a=0

= 7 b, +b =0

= b, -b, =
Uy = by y = Yy by =
4% ¢ +¢-bs=0 *?LM@”“{,-C,N,FO

oy
Usi =1 lb’ b,-b, = < b, +b,=0
.J — lbz 3j=1 _
b G CZ Cz+cz'bzs—0 'Cz'cz+sz—O
’ e,
Usi=1 Usj=1
t —
t ket t-t=0 e L at=0
cz: dQ’ Usi=1 C/"", < +c=0 °’J; md’éiﬁﬂ <, +¢=0
C, dz+ez-czs=0 GL ]cz cl+dz-czs=0

d U5i=1 cy-cy:O e dy cy-cy:
&Y 44q-gs=0 P v 50

U6j=1

Slika 1.18 Kontrola vrednosti elementov togostne matrike s preverjanjem ravnotezja
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13.5 Upostevanje striznih deformacij pri raéunu togostne matrike

Ce zelimo pri racunu konstrukcije upoStevati vpliv pre¢nih sil, moramo Ze navedene
enacbe dopolniti. Enatbe bomo izpeljali za pre¢no silo Qy > Q, M, > Min jih

smiselno privzeli tudi v primeru striga v smeri z osi.

Privzamemo, da strizna sila Q povzrodi tako deformacijo dela nosilca dolZine dx, ki jo
lahko opiSemo s kotom y. Ta je enak zasuku zaradi strizne sile (slika 1.19):

v _(_jx_ Q

Lo Gas o (1.108)
Y IQ
| . oas A
Tu pomeni A®=— (1.109)
j K
—9x

in k strizni oblikovni koeficient:

Slika 1.19 Deformacije A (U2
linijskega elementa zaradi K== f—dA (1.110)

yskege 2332
strizne sile

. dM dv_M

Ker je —=- —_—=,

rie g = ¢ o EI'C

v _dM 1

Q=-El~ (1.111)

Q ElI d’v
% TG T o o (1.112)

Ker smo pomik v izrazili z enadbo
VECG+ X+ X+ X
lahko izratunamo odvode pomika v po x:

dv
—=c,+2c5 x+3¢4 X
dx

d*v

o 2¢cs+6¢c4 x

v _ 1.113

—=6¢c .

dx3 6 ( )
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To upostevamo v enacbi (1.112):

_EI
Qs =— G A 6¢cg (1.114)
. . 12EI
Uporabimo okrajsavo: @ = 1.11
p ] G As 52 ( 5)
. oy 2@
in zapiSemo: @ = =5 % (1.116)
Zasuk nosilca je torej po celi dolZini enak.
Sedaj lahko popravimo tudi robne pogoje:
zax =0 dv s @
—=Ug +9,=Ug "Tcs
V= Uzj
Zax =s: dv 2@ (1.117)
——=Ug———¢
dx 2
Ce iz robnih pogojev izrazimo vozli¥éne premike, dobimo:
Uy =¢
2
s P
Ug =c4 +——c
6i 4 2 6
Uy=¢+¢s
2
Ugj=c4+2c55+3¢4 s2+i-52c6 (1.118)

Sedaj upostevamo da imamo dve smeri pre¢nih sil in vpeljemo razliéne oznake za ®:

_12EI, . @_12EI,

b = in =
Y BAYS  BALS?

(1.119)

Temu ustrezno se spremenita matriki [a], [b] in tudi togostna matrika.
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Spremenjene vrednosti &lenov togostne matrike pa so:

b __12EL _ 12EI,
TS (1+0,) 8 (1+0,)
. __S6EL 6EI,
= —— Cp = ———m
T (i+o,) ° P+ 0,)
g, _(4+2)EL g, =+ ®)EL
T s(i+o,) s(1+@,)
(2-o,)EL, _(2-2,)E]
A =TS0
s(1+o) s(1+@,) (1.120)

Oglejmo si vpliv striznih sil na elemente togostne matrike pri nosilcih pravokotnega
preseka (slika 1.20). Tedaj je vrednost npr.

_12EI, 12.E-12-b-h° N5

O = = =3 —
” GA}s’ 04E-b-h-12.8* ¢

z
f 0.75
2 S
05 S
b ® § /
y 025 + @ S
S Q/
—h I 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

h/s

Slika 1.20 Vpliv striznih sil na togostno matriko nosilcev pravokotnega preseka
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Oglejmo si Se, kaks$na je sprememba vrednosti b - e, e je

d e e b b bd bed e

B N S VI Y

h/s = 0.1: h/s = 0.2 h/s =03
12E1
Q+M _ z _ M
b = FA003) 971b 0.892 0.787
M = 0971 M
4+003EL)
gam L GHOBEL) _ 478 gu
51+ 003) 0.920 0.840
oM _ (2=00)EL _ oo m
=222 0956
) s(1+003) ) 0.839 0.681

Vpliv pre¢nih sil pri raunu togostne matrike je treba torej upoStevati pri “kratkih”
nosilcih (velik h/s). Togost se z upoStevanjem striznih sil vedno zmanjsuje.

13.6 Togostne matrike konénih elementov za posamezne tipe linijskih konstrukcij

Togostne matrike kon¢nih elementov za posamezne tipe linijskih konstrukeij dobimo (1) z
redukcijo in/ali (2) s kondenzacijo togostne matrike konfnega elementa prostorskega
okvirja. Redukcijo moramo opraviti v primerih, ko bi zaradi sprostitve doloenih
prostostnih stopenj element postal nestabilen.

Redukcijo lahko uporabimo za doloCitev togostnih matrik kon¢nih elementov ravninskega
okvirja in ravninske mreZe, ker so v obeh primerih nekateri premiki enaki ni€. Za
ravninski okvir je to pomik v smeri z in zasuka okoli osi x in y, za ravninsko mreZo pa sta
to pomika v smeri X in y ter zasuk okoli z osi. Tudi za dolocitev togostne matrike
prostorskega pali¢ja moramo najprej opraviti redukcijo zasuka okoli x osi.
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Prostorsko palifje

4
7=
)

Ravninska mreZa

[KONDENZACLJA|
[_REDUKCDA |

(momenta okoli y in z sta ni%)

(zasuk okoli osi x je ni&)

Prostorski okvir
[ REDUKCUA |
z /
X \ (pomika v smeri x in y ter zasuk okoli z so nif)
~
—7 T
(pomik v smeri z in zasuka okoli x in y so ni¢)

REDUKCUA | /—\
\

Ravninski okvir
z 7
¢ x
<
—7 T
Ravninsko palifje ;Ts
z /x
y T [KONDENZACUA|  \ /
A (moment okoli z je ni&) \/
—7

A

"

Slika 1.21 Postopek za dolocitev togostnih matrik posameznih tipov linijskih konstrukcij iz
togostne matrike prostorskega okvirja.
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Redukcijo opravimo s értanjem vrstic in stolpcev, ki pripadajo prostostnim stopnjam, v
smeri katerih so premiki enaki nic.

Kondenzacijo moramo uporabiti v primeru prostorskega in ravninskega pali&ja. V obeh
primerih so namre¢ sile v smeri nekaterih prostostnih stopenj enake ni€. Togostno matriko
konénega elementa prostorskega pali¢ja dobimo s kondenzacijo togostne matrike kon¢nega
elementa prostorskega okvirja, na kateri smo prej opravili redukcijo zasuka okoli x osi.
Togostno matriko konénega elementa ravninskega paliéja pa dobimo s kondenzacijo
togostne matrike kon¢nega elementa ravninskega okvirja ali pa z redukcijo togostne
matrike prostorskega paliéja (zadnja moZnost na sliki 1.21 ni prikazana!).

Kondenzacijo opravimo po enatbi za kondenzacijo togostnih matrik, ki jo na nivoju
elementa lahko zapiSemo v enaki obliki kot velja za konstrukcijo (1.54):

[Ke]=[Ku] = [Kap ] [Kep ] [Kia]

a je oznaka sil, ki so razli¢ne od nig;
b pa je oznaka sil, ki so enake nic.

V primeru prostorskega paligja so ni¢ momenti v smereh Us, Us, Us, Ug. Torej se
kondenzacijska enacba ob upostevanju izvriene redukcije zasukov okoli x osi glasi:

[a 0 0 {-a 0 0
|
0 by 0 E 0 -by 0
0 0 b, 10 0 -b,
k.\=\—77"7'"7F 7 " -
[ C] -a 0 0 ,: a 0 0
I
0 -b, 0 :' by
[0 0 -b,i0 0 b,

[0 0'0 o0

0 cyEO Cy dZOEeZO"IOO—czEO 0 ¢,
¢, 0 1—c, 0110 dyi0 e |0¢c 010 —c, o
00T 0 o fle T 0Td 0 070 =, 10 0 ¢
0 —cyEO ~cy (| O eySO dy| [0 ¢y 0 10 —c, 0
¢z 0 1 ¢, O]
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[a 0 0!-a 0 O
0 000 00
(1| 0.0 00 00
[Kel= 2537 0ia 00 (1.121)
0 00i0 00
0 00/0 00
1.3.6.1 Ravninsko paliéje
y 1i
UZiI IUZJ

——— + >
Y x 'OiF; 1Uy; By

N7

Slika 1.22 Kon¢ni element ravninskega pali¢ja

Tako izbranim prostostnim stopnjam ustrezajo ¢leni v togostni matriki linijskega elementa,
ki jih lahko zapiSemo v matriko velikosti 4x4:

Uy Uy Uy Uy;
a 0 i-a 0]Uy;
Ky <] %000 Vi (L122)
—a 0 0 Ulj
0 0 i 0 0|Uy

Za transformacijo vektorjev in matrik pri ravninskem paliju moramo uporabiti
transformacijsko matriko, ki vsebuje ustrezne ¢lene, ki pripadajo komponentam v smeri x
in y osi:
cos(X,x) cos(X,y) .
[To]x ». = LOS(Y, ¥) cos(Y, y)] ¢ [Tre, =[[Tolg p. [To]g p Jdiag (1.123)

Paziti je treba na nestabilnost konstrukcije, ki se pojavi, ¢e se v nekem vozlis¢u stikata le
dva elementa, ki imata os na isti premici.
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1.3.6.2 Ravninski okvir

y Y X
UCJ'\ i ~Fa
7T & — t——2>—>——>x
Fy; UhUzilIJF‘S‘ I}z’jPJUU 1j
Fyl TFZJ

Slika 1.23 Konéni element ravninskega okvirja

Togostna matrika za element ravninskega okvira je:

Ui Uz Ug Uy Uy, Us;

[a 0 0 ]-a 0 o ] Uy
0 by Cy 0 -b cy U21
[K] _ 0 ¢ dy |0 Ty ¢ Ug; (1.129)
R.O. —a 0 0 a 0 0 Ulj
0 -by <y | 0 by —Cy [Uy;j
|0 ¢y ey |0 —c dy |Us;

Transformacijska matrika mora biti prirejena transformaciji dveh komponent sil oziroma
pomikov v smeri x in y osi in eni komponenti momenta oziroma zasuka okoli z osi.

X y z
cos(X,x) cos(X,y) cos(X,z)]|x cos(X,x) cos(X,y) 0

[To)r o =|cos(Y.x) cos(Y,y) cos(Y,z)|y= cos(Y,x) cos(Y,y) 0
cos(Z,x) cos(Z,y) cos(Z,z)|z 0 0 1

(1.125)

Tu smo upostevali, da je os Z vzporedna osi z in pravokotna na osi x in ¥, kar nam da:

cos(X,z) = cos(Y, z) = 0; cos(Z,z) = 1 (1.126)
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1.3.6.3 Ravninska mreza

Slika 1.24 Konéni element ravninske mrezZe

Togostna matrika ravninske mree je enaka:

&

° o
|
-
)
(e
2w

W
-

-

.

(=]
o g

© ~ olo
o
c
L)

Transformacijska matrika pri ravninski mrei pa je:
z X y
cos(Z,z) cos(Z,x) cos(Z,y)|z [1 0

[TO]R.M. =|cos(X,z) cos(X,x) cos(X,y)|x=|0 cos(X,x)
cos(Y,z) cos(Y,x) cos(Y,y) y {0 cos(Y,x)

0

cos(X,y)
cos(Y,y)

(1.127)

(1.128)
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1.3.6.4. Prostorsko pali¢je

Togostna matrika prostorskega palija je enaka:

Transformacijska matrika za vozliS¢ne vektorje pri prostorskem paliju

Slika 1.25 Kon¢ni element prostorskega palija

U; Uy Uy Uy Uy Uy

[a 0 0| -a 0 O

0 0 0f 0 O O

0O 0 0] 0 0 O

[Klpp. = 2 0 0|l a 0 o0
0 0 00 0 O

i 0 0 0| 0 O O

transformacijski matriki za obi€ajen vektor:

[Tlps =[To]

(1.129)

je enaka

(1.130)
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1.3.7 Togostne matrike netipi¢nih linijskih konénih elementov

Kadar so linijski elementi v vozli§¢a pritrjeni bolj ohlapno kot to predpisuje tipi¢na zveza v
nekem vozliS¢u dolocenega tipa linijske konstrukcije, potem Ze vnaprej vemo, da bodo
nekatere vozliScne sile pri teh elementih enake ni€. V teh primerih moramo izraunati
ustrezno kondenzirano togostno matriko kon¢nega elementa.

Vzemimo npr. element ravninskega okvira, ki ima v vozli¥¢u j momentni &lenek (slika
1.26).

U, &
Uli ;J\ Qﬁ
1 ; Us:
I JUZ] 1j
Uy;

Slika 1.26 Kon¢ni element ravninskega okvirja s spro$¢enim momentom v vozligéu j

Ce upostevamo enacbo (1.55), dobimo:

[KC] =[Ka]- [Kab] [Kbb]_l [Kba]

”a 0 0 -a 07 (0)
0 by Cy 0 —by Cy
=0 Cy dy 0 -c —J ey f—{O cy ey 0 —-cy}
-a 0 0 a 0 0 y
_O —by ~Cy 0 byj (—Cy|
[0 0 0 0 0
0 cf, Cyey 0 —cf, |
- CyCy ey 0 —Cyey d—
0 0 0 0 0 y
0 —c2 —cyey O 2
| y Yy y |
(1.131)
[_a 0 , 0 -a 0 5 i
c cye c
0 by--+ ¢ -2L o b+ Y
dy d%, dy
_ cyey ey cy€
(Ko=) 0 oy -= dy-3- 0 —oy+ 2 (1.132)
y y y
-a 0 5 0 a 0 .
0 —by+°—y cy+cyey 0 by—c—y
i dy dy dy |
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BA o, EA Ty
s s
3EI 3EI 3EI
0 z z 0 -2=Z2 11U,
&, o i, |
[K]c = 0 ZZ S z 0 - 22 U6i (1133)
s
_EA 0 0 EA 0 UIJ
s s
3EI 3EI 3EI
0 - YA - Z y A U .
i §3 §2 g3 | A

Ce sedaj vstavimo momentni &lenek Se v vozliSe i (slika 1.27)in spet uporabimo
kondenzacijsko enacbo, pri ¢emer pa ¢lene matrike (1.133) oznadimo z okrajSavami a - d,

dobimo:

=
S

IUZj
Uii

o >

Uy;

-7
-
S

Us;

1

Slika 1.27 Element ravninskega okvirja s sproS¢enima momentoma v obeh vozlis¢ih

FUli Uy Ug Ulj U2j_

a 0 0 -a 07Uy

0 b ¢ 0 -b|Uy
[K]={0 ¢ d 0 -c Ug; (1.134)

-a 0 0 a 0 Ulj

|0 -b - 0 b | Uy;

[Ke] = [Kaa] - [Kab] [Kob] " [Kba]
a 0 -a 0] [0

0 b 0 -b cl1
“|-a 0 a O—OE{OCO_C}
0 -b 0 b —C
0 0 0 O
0c20—021
1o 0 0 |d
0 -c? c?

Ker pa ic ¢’ 3EI, 3El, s _3EI
PAIC ™79 T2 3EL ¢
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dobimo, da je [K]= (1.135)

0

S O o o
S v O
S O © o

To pa je ravno togostna matrika ravninskega pali&ja.

Na podoben nacin lahko izraéunamo kondenzirane matrike tudi za druge vrste ¢lenkov in
tipe konstrukcij.

1.3.8 Vektor vozlis¢nih sil zaradi zunanje obtezbe

Komponente vektorja vozli¢nih sil izratunamo na konstrukciji, ko smo prepregili vse
premike. V posameznem vozli¢u konstrukcije je sila v dolofeni smeri sedtevek sil v tej
smeri, s katerimi posamezni elementi vplivajo na vozlisce. Upostevamo torej akcije na
vozlis¢e konstrukcije. Te sile izraunamo po sploni enatbi (1.49) ali po metodi sil. Veliko
rezultatov najdemo v razlitnih tabelah. Pred seStevanjem moramo sile transformirati v
glavni koordinatni sistem.

Oglejmo si primer ratuna vozli$¢nih sil pri razporejeni obtezbi, ki deluje (1) v smeri x
(slika 1.28) in (2) v smeri -y (slika 1.29).

Sile v vozli$¢ih ratunamo po enacbi:

{F} = [[b] {q} A

(1) Vozlis¢ne sile pri enakomerni obtezbi v smeri x

F, 1-2.0,0((a
f e

_’ O’ O
S 0
s 28
X j(l - E) | s —%
=q i ,Stdx=q1°", =q3 L
=z X dx X
§ oS 2s
0
L
. . . . = 2 = 2
Slika 1.28 Vozlis¢ne sile pri "5 T gs
enakomerni obtezbi v smeri x 2] 2
(1.136)
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(2) Vozliséne sile pri cnfkomerni obtezbi v smeri -y

S S

gz— 4s*

s ps
=—-p|(s—-s+—|=——
p( 2) 2

—de

(1.137)
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2x2 x3
=- - —+—]dx
Fei pj(x s s2
2 3 43
X 2x X
=_—pla—_= 4= | 1.138
P 2 3s +4520 ( )
N C S Sz(é—sw):_psz
R Y 12 12
(4.2 3
3x 2x
Fy; = —p| o — 25| dx
2] p\sz 83)
3x3 2x4S ( s ps V
=-p ;—2——- 4s3 =-pP S——J = —-2— (1.139) \ p /
0 LT
B [ <Bs? B |
2 1 12 2

2 3
X X
F6j =—p J.(—T'l'—z) dx

3 i‘s P Slika 1.30 Vrednosti vozlistnih sil
59

— ____+____

3t (1.140) pri enakomerni obtezbi v smeri -y

=-P

En 2
3s 45|

pa () 22
12 12

13.9 Ralun notranjih sil v elementih

Preden se lotimo rafuna notranjih sil v elementih, moramo transformirati vozli§¢ne
premike iz glavnega v krajevne koordinatne sisteme.

Kadar elementi niso neposredno obteZeni, izratunamo notranje sile iz ravnotezne enacbe
elementa:

{F}, =[K], {U}, (1.141)

Ce pa je element obteZen tudi neposredno, moramo tem silam, ki se v vozlid&ih pojavijo
zaradi premikov, priSteti Se sile, ki se pojavijo v elementih takrat, ko smo preprecili
premike:

{F}, =[K], {U}, +{K}, (1.142)

Sile {F,}. izraCunamo na elementih zaradi neposredne obtezbe pri preprecenih vozlisénih
premikih.
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1.2.10 Postopek prakti¢nega racuna linijskih konstrukcij po metodi koné¢nih elementov

Pri praktiénem ra¢unanju po metodi kon¢nih elementov le izjemoma ne uporabljamo
ratunalnika. Ves postopek je v praksi obiajno razdeljen na vec faz (slika 1.31):

1 Izbira
ratunskega
modela

2  Priprava
podatkov

3 Racun z
racunalni$kim

programom

4 Kontrola
rezultatov

¢lovek

Clovek

ra¢unalnik

¢lovek

Slika 1.31 Postopek ratunanja po metodi kon¢nih elementov z raCunalniSkim programom

Pri posameznih fazah moramo upoStevati naslednje omejitve in navodila:

(1) Pri izbiri ratunskega modela se odlofamo o legi vozli$¢ in vrsti elementov ter o
modelu obtezbe. Zadnji dve skupini odlocitev sta mono odvisni od moZnosti, ki jih

ima racunalniSki program.

2) Pri pripravi odatkov upostevamo navodila za uporabo programa.
P P P

(3) Programi navadno delujejo kot “¢rne Skatle”. Le v primeru, ¢e delujejo interaktivno,
lahko vplivamo na njihovo delo. Tako navadno delujejo pred- in poprocesorji.

(4) Ta naloga bo verjetno vedno ostala ljudem. MoZno pa je tudi to delo opraviti ob
pomoXi racunalnika, npr. z uporabo drugega programa.
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Pri ratunanju pe$ je postopek nekoliko drugaCen (slika 1.32). Vse faze opravi ¢lovek.
Metodo kon¢nih elementov uporabljamo pes le pri uenju te metode.

1 Izbira
raunskega
modela

2 Ratun
po MKE

3  Kontrola
rezultatov

Slika 1.32 Postopek raunanja pe$ po metodi konénih elementov

Pri tem upoStevamo:

(2) Racun opravimo v ve korakih:

1. Racun togostnih matrik v krajevhem krajevnem koordinatnem sistemu in
transformacija v glavni koordinatni sistem

Sestavljanje togostne matrike konstrukcije
Racun akcij elementov na vozlis¢a
Racun vozli§¢nega vektorja sil konstrukcije

Resitev sistema enacb

o nop W

Racun notranjih sil v elementih
3 7. Racun podpornih sil
(3) Postopek kontrole je enak kot pri ratunanju z ratunalniSkimi programi.
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