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1. METODA KONČNIH ELEMENTOV ZA LINIJSKE KONSTRUKCIJE

1.1 UVOD

Metode, ki jih uporabljamo pri analizi konstrukcij, lahko razvrstimo glede na različne
značilnosti, ki so skupne posameznim metodam.

Pogosta je razvrstitev na analitične in numerične metode, kjer je lastnost, ki vpliva na
razvrstitev metode, način računanja. Pri analitičnih metodah skušamo na podlagi sovisnosti
med opazovanimi veličinami izpeljatiti čimbolj splošno veljavne rezultate, pri numeričnih
metodah pa skušamo na podlagi znanih podatkov in že znanih sovisnosti med opazovanimi
veličinami izračunati rezultate le za obravnavani primer. Metoda končnih elementov je
numerična metoda.

Ena med pomembnejšimi je razvrstitev metod glede na to, ali temelje na metodi sil ali na
metodi premikov. Pri obravnavanju metode končnih elementov v tej knjigi se bomo omejili
na izpeljanko, ki temelji na metodi premikov.

Pri metodi končnih elementov konstrukcijo razdelimo na končne elemente, ki so navadno
enostavni deli običajnih linijskih elementov ali kar celi linijski elementi. Končni elementi
so med seboj povezani le v vozliščih. Tako dobimo mrežo končnih elementov (slika 1.1),
ki skupaj z drugimi geometrijskimi podatki o elementih, podatki o lastnostih materiala in
podatki o obtežbi predstavlja raČUDski model konstrukcije.

y

1 - 6
Ci)-@

x

Slika 1.1 Linijska konstrukcija in ena izmed možnih, njej prirejenih mrež končnih elementov

Kakšen del linijskega elementa vzamemo kot končni element, je odvisno predvsem od
oblike elementov konstrukcije (slika 1.2), včasih pa tudi od vrste ter razporeda obtežbe po
konstrukciji.

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 1
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Slika 1.2 Izbira končnih elementov pri linijskih konstrukcijah

Pri računanju z metodo končnih elementov moramo poznati lastnosti končnih elementov.
Katere so te lastnosti in kakšnim pogojem mora zadoščati računski model, je odvisno od
metode računanja znotraj metode končnih elementov. Kot smo že omenili, lahko pri
metodi končnih elementov računamo po metodi premikov ali po metodi sil.

Med obema metodama se je doslej mnogo bolj uveljavila !11etoda premikov. Njena
prednost je zlasti v enostavnejši formu1aciji postopka, ki se da poenotiti za katerokoli
konstrukcijo. To pa je pomembna prednost pri izdelavi računalniških programov za račun
po metodi končnih elementov.

Pri metodi premikov so neznanke prosti premiki vozlišč, ki se pojavijo, ko konstrukcijo
obtežimo (slika 1.3). pri tej konstrukciji so to premiki zgornjih dveh vozlišč okvirja, od teh
pa sta najbolj pomembna zasuka obeh vozlišč. Poleg prostih premikov vozlišč pa se
pojavijo tudi premiki drugih točk na oseh elementov. Vse premike konstrukcije lahko
razstavimo na dva dela:

p

=

Slika 1.3 Superpozicija premikov konstrukcije

Prvi del premikov nastane na deformacijsko določenem sistemu, na katerem so vsi sicer
prosti premiki vozlišč enaki nič. Pojavijo se le premiki elementov, na katere neposredno
deluje obt~žba. Ta pa pri obteženih elementih v vozliščih povzroča tudi poluovpetostne
akcije - sile, s katerimi elementi delujejo na vozlišča.

2



a) Ravnotežne enačbe (3 enačbe)

[d]T {cr}+{V}={O}

b) Zveze med deformacij ami in pomiki (6 enačb)

{E} =[d]{u}

c) Zveze med napetostmi in deformacij ami (6 enačb)

{cr} = [E] {E}
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Če dodatne podpore na deformacijsko določenem sistemu odstranimo, se zaradi
polnovpetostnih akcij in druge obtežbe vozlišča premaknejo tako, da se polnovpetostne
akcije in druga obtežba uravnotežijo s silami zaradi premikov (upogibkov) elementov.
Nastane drugi del premikov konstrukcije.

Prvi del premikov moramo izračunati po metodi sil oziroma v skladu s predpostavkami o
obnašanju končnih elementov za vsak element posebej. Drugi del premikov pa izračunamo
iz ravnotežnih enačb v vozliščih konstrukcije, pri čemer moramo poznati lastnosti končnih
elementov. Med njimi je najpomembnejša togostna matrika. Kako jo izračunamo, bomo
spoznali v naslednjem razdelku.

1.2 SPLOŠNE OSNOVE METODE KONČNIH ELEMENTOV

1.2.1 Zapis osnovnih enačb elastostatike v matrični obliki

Vse izpeljave pri metodi končnih elementov bomo zapisali v matrični obliki.
zapišimo kot vektorje napetosti, deformacije, pomike in volumske sile
končnega elementa:

Zato najprej
v neki točki

(1.1)

(1.2)

{ur =[u,v,w]

{V}T = {~YJZ}

(1.3)

(1.4)

Med temi štirimi veličinami veljajo zveze, ki jih lahko zapišemo s tremi matričnimi
enačbami:

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Matrika [d] je matrika diferencialnih operatorjev, matrika [E] pa matrika elastičnih
konstant materiala, iz katerega so zgrajeni elementi konstrukcije.

V matrični obliki lahko lapi5emo tudi princip virtualnega dela:

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 3
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{ou} T
{F} = f{OE}

T
{er} dV

v (1.8)

Pri tem pomenijo:

znako , da gre za virtualne veličine,

{U} vektor vozliščnihpremikov,

{F} vektor vozliščnih sil.

1.2.2 Poljska in interpolacijska matrika

Pri metodi končnih elementov predpostavimo, da se pomiki elementov med vozlišči
oziroma v polju elementa spreminjajo po neki funkciji, ki jo zapišemo z matriko ra]:

{uJ =ra] {e}
(1.9)

Pri tem pomenita

[a] poljska matrika, v kateri funkcije skoraj poljubno izbiramo,

{e} vektor konstant, ki jih določimo tako, da vektor pomikov {uJ v vozliščih ustreza
vektOlju vozliščnih premikov {U}.

Poljska matrika ima v vozliščih določene vrednosti, ki jih lahko zberemo v robni matriki
[ak].

Izračunamojih iz robnih pogojev za pomike {u}:

(1.10)

pri tem je {UJ vektor vozliščnih premikov končnega
elementa (slika 1.4), sestavljen iz vektorjev vozliščnih
premikov {U;}in {uJ.

Iz teh enačb lahko izračunamo vektor konstant {e}:
Slika 1.4 VektoTjavozliščnih

premikov končnega
elementa

(1.11)

Označimo inverzno robno matriko [akrl z [B]

{e} = [B] {UJ
(1.12)

Vrednost matrike konstant {e} upoštevamo v enačbi za pomike {u} in dobimo

{uJ = ra] [B] {UJ = [b] {UJ
(1.13)
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Pri tem smo namesto produkta poljske matrike in inverzne robne matrike pisali:

(1.14)

To matriko imenujemo tudi interpolacijska matrika.

Interpolacijska matrika nam pove, kako se spreminjajo pomiki znotraj polja končnega
elementa v odvisnosti od vozliščnih premikov.

1.2.3 Ravnotežna enačba končnega elementa

Z uporabo interpolacijskematrike [b] lahko zapišemo izraze za deformacije in napetostiv
obliki:

{E} =[d] {uJ =~ {UJ =fp] {UJ

[p]

{er} = [EJ {E} =[EJ [d][bl {UJ =[EJ fp] {UJ

(1.15)

(1.16)

Tudi princip virtualnega dela na končnem elementu lahko zapišemo drugače, če izraz za
virtualne deformacije zapišemo podobno kot izraz za dejanske deformacije.

oWZ ={ou}
T

{F} (1.17)

oWD = f{OE}
T

{er} dV (1.18)
v

{OE} = [d]{ou}= [d][bl {ou} = fp] {ou} (1.19)
Slika 1.5 VektoTja vozliščnih sil

končnega elementa

oWD = f([p]{0l!}f ([E][p]{U}) dV =
v

f({our [pr [E][p] {U})dV =
v

{BU} T
(j[P]' [E][p] {UJ dV

J

(1.20)

Ker je OWD- owz = O, lahko zapišemo:

(1.21)

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije
s
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Ker je {eSU} poljubno velik, torej tudi različen od nič, mora biti izraz v oklepaju enak nič.
To pa lahko zapišemo tudi v obliki:

{F} = f[pf [E]fp]dV {UJ
(1.22)

v

[K]

Del izraza na desni, ki ga kaže zaviti oklepaj, označimo s [K]. To je togostna matrika
končnega elementa. Zadnjo enačb o lahko sedaj zapišemo v obliki:

{F} = [K] {UJ
(1.23)

Enačba (1.23) je ravnoteŽI1a enačba končnega elementa. Pove nam, da je vektor sil v
vozliščih enak produktu togostne matrike končnega elementa in vektoIja vozliščnih
premikov.

Iz enačbe (1.23) sled~ da so členi togostne matrike sile v vozliščih zaradi enotnih premikov
v vozliščih.

Če vzamemo npr. prvo komponento v vektOIju vozliščnih premikov enako 1, vse druge pa
nič, dobimo, da je:

prva komponenta v vektOIju vozliščnih sil enaka prvemu členu v prvi vrstici togostne
matrike,

druga komponenta v vektOIju vozliščnih sil enaka prvemu členu v drugi vrstici togostne
matrike,

zadnja komponenta v vektoIju vozliščnih sil enaka prvemu členu v zadnji vrstici togostne
matrike.

1.2.4 Posplošena togostna matrika

pri računu togostne matrike se včasih zgod~ da je ni mogoče izračunati v analitični obliki.
Takrat jo moramo za vsak konkretni končni element izračunati z numerično integracijo.
Temu se lahko v nekaterih primerih izognemo z uvedbo posplošene togostne matrike.

Zapis matrike [p] nekoliko preuredimo:

fp] = [d][bl =~ [BJ = [D] [B]

[DJ
(1.24 )

Pri tem je pomembno, da je matrika [B] sestavljena samo iz konstantnih členov.

6
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.
Na preurejen način zapisano matriko [P] uporabimo v zapisu togostne matrike [K]:

.
[K] = f([D] [B]r [E] ([D] [B]) dV =

v

f[Br [Dr [E] [D] [B] dV =
v
[B]T f [Dr [E] [D] dV [B]

v

(1.25).
.

Torej je togostna matrika končnega elementa..
(1.26)

..
Na sredini izraza na_desni je posplošena togostna matrika. Vrednost~ njenih členov se
lahko izračunajo v analitični obliki za podobno oblikovane končne elemente.

.
[Kq]= JrDf [E][D]dV

v
(1.27)

.
1.2.5 Transformacijske matrike.

z
. glavni

koord. sistem
krajevni k. s.

/z~x.

]

J

x y

.
Slika 1.6 Glavni koordinatni sistem za opis konstrukcije in krajevni koordinatni sistem za

opis konČDil1elementov

Zvezo med komponentami nekega vektorja v glavnem in krajevnem koordinatnem sistemu
lahko zapišemo na več načinov. pri drugem smo komponente v glavnem koordinatnem
sistemu označili s prečno črto zgoraj.

. {v}x,y,Z = [To] {v} x,y,z {v} =[To]{v} (1.28)

. Pri tem ima transformacijska matrika vrednosti členov:

.
r

cos (X, x), cos (X, y), cos(X, Z)

]
[To]= cos(Y, x),cos(Y, y),cos(Y, z)

cos(Z, x),cos Z, y),cos(Z, z)
(1.29)

· Ker je transformacijskamatrika ortogona1na,velja:

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 7
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(1.30)

Če imajo posplošeni vektorji več kot tri komponente, moramo transformacijsko matriko
ustrezno sestaviti iz [To] ali njenih delov.

(1.31)

1.2.6 Transformacija togostne matrike iz krajevnega v glavni koordinatni sistem

Togostno matriko končnega elementa običajno laže izračunamo v krajevnem
koordinatnem sistemu.

Pred sestavljanjem togostne matrike konstrukcije, ki je zapisana v glavnem koordinatnem
sistemu, je zato treba togostne matrike končnih elementov transformirati v glavni
koordinatni sistem.

Zapišimo najprej enačbe, s katerimi transformiramo vektoIje vozliščnih sil in premikov iz
krajevnega v glavni koordinatni sistem:

{F} = [TJ {F}

{u} = [T]{U}

(1.32)

(1.33)

Osnovno enačbo končnega elementa (1.23)

{F} =[K] {U}

1 pomnožimo na levi in na desni strani) spredaj stransformacijsko matriko [T], kar nam da:

[T] {F} = [T] [K] {U}

ker je {U} = [TY {U}, dobimo

{F} = [T] [K] [TY {U}

(1.34)

. (1.35)

. Produkt prvih treh matrik na desni zapišemo kot [K] in ga imenujemo togostna matrika
končnega elementa v glavnem koordinatnem sistemu.

{F} =[K]{U} (1.36)

Zadnja enačba je osnovna enačba končnega elementa zapisana v glavnem koordinatnem
sistemu.

8
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1.2.7 Ravnotežna enačba konstrukcije

Če osnovne enačbe vseh končnih elementov, zapisane v glavnem koordinatnem sistemu,
združimo in upoštevamo zveze med premiki konstrukcije in premiki končnih elementov
ter ravnotežne pogoje med zunanjimi silami v vozliščih in vozliščnimi silami elementov,
dobimo ravnoteŽI1o enačbo konstrukcije, ki jo lahko zapišemo v obliki

{F}= [K Mu}

/ \ ~ vektor vozliščnih premikov konstrukcije

togostna matrika konstrukcije
vektor vozliščnih
sil konstrukcije

Tudi členi togostne matrike konstrukcije so podobno kot členi togostne matrike končnega
elementa sile zaradi enotnih premikov.

Slika 1.7 Vozliščnipremiki
ravninskega okvirja

(1.37)

Red vektorjev in matrik v ravnotežni enačbi konstrukcije je
odvisen od števila vozlišč, tipa linijske konstrukcije in vrste
vozlišč.

Če vsa vozlišča ustrezajo značilnemu vozlišču pri določenem
tipu linijske konstrukcije, dobimo red vektorjev in matrik v
ravnotežni enačbi konstrukcije kot produkt števila vozlišč in
števila premikov v posameznem vozlišču.

Če so posamezna vozlišča delno sproščena, npr. če so vsi
elementi pri ravninskem okvirju členkasto povezani,
moramo red v~ktorjev in matrik zmanjšati za število
sproščenih premikov. Tak momentni členek zmanjša red
vektorjev in matrik za 1.

za ravninski okvir na sliki 1.7 je red vektorjev voz1iščnih sil in voz1iščnih premikov oziroma
število njunihkomponent enak 8. 3 = 24. Togostna matrika pa ima red 24 . 24.

Kolikšen bi bil red vektorjev in matrik, če bi: a) v obeh podporah sprostili moment; b) v
vseh treh prečkah sprostili moment na levi in na desni strani; c) sprostili moment v zgornji
prečki na le\j strani?

Vsak člen togostne matrike konstrukcije ima pri linijskih konstrukcijah jasen fizikalen
pomen. Na primeru konstrukcije na sliki 1.8, želimo ugotoviti, kaj je togost v smeri zasuka
srednjega vozlišča in kolikšna je njena velikost. Ker je to sila zaradi enotnega premika, je v
primeru zasuka to moment. Če hočemo zasukati srednje vozlišče konstrukcije za enoto,
moramo zasukati vse elemente, ki so v tem vozlišču togo povezani (slika 1.9). Pri tem
moramo uporabiti moment, ki je vsota momentov, potrebnih za zasuk posameznega
elementa.

Vrednosti teh rnornentovso dane v togostni rnatrildelementa.

91. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije
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Slika 1.8 Togost vozlišča v smeri zasuka
vozlišča

1.2.8 Reducirana togostna matrika

znane sile

neznani premiki

znani premiki

neznane sile

Slika 1.10 Razdelitev prostostnih stopenj
konstrukcije na znane in neznane

////,

Slika 1.9 Togostiposameznih elementov v
smeri zasuka vozlišča

V podporah konstrukcije so premiki omejeni
in zato vnaprej znani (slika 1.10). Navadno
so enaki nič, včasih pa imajo vnaprej
predpisano velikost. Sil (podpornih) v smeri
preprečenih premikov ne poznamo. V smeri
prostih premikov pa poznamo sile (zunanjo
obtežbo), ne poznamo pa premikov.

Če združiino znane komponente v vektoIju
{u} v, vektor {Ur}, neznane komponente pa
v vektor {Um} ter neznane sile v smeri
preprečenih premikov v podporah v vektoIju
{F} v vektor {Fr} in znane sile v smeri
prostih premikov v vektor {Fm}, lahko
ravnoteŽDo enačbo konstrukcije zapišemo v
razdeljeni obliki:

(1.38)

Po množenju matrike in vektoIja na desni dobimo dve enačbi:

{Fm} = [KmrnXUm}+ [KmrXUr}

{Fr} = [Krm] {U m} + [Krf] {U r}

(1.39)

(1.40)

Ker premike podpor {Ur} poznamo, lahko iz prve enačbe izračunamo neznane premike v
prostih vozliščih:

10
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(1.41)

Kadar je {Ur} ={O}, je vektor neznanih premikov

(1.42)

Matriko [Kmm]imenujemo reducirana togostna matrika konstrukcije.

1.2.9 Sile v vozliščih konstrukcije zaradi neposredne obtežbe na elementih

Pri ravnotežni enačbi konstrukcije (1.37) lahko v
vektorju vozliščnih sil konstrukcije {F} upoštevamo samo
sile, ki delujejo v vozliščih konstrukcije. Od vseh
komponent poznamo le sile v smeri prostih premikov,
ki so komponente vektorja {Fm}' Dobimo jih tako, da
upoštevamo ustrezne komponente zunanjih sil v smeri
koordinatnih osi glavnega sistema.Slika 1.11 Obtežba na elementu

in enakovredne vozliščne sile
Zato je primerno, da pri obtežbi konstrukcije s
koncentriranimi silami izbiramo vozlišča konstrukcije v
točkah, kjer delujejo te sile.

Kadar pa obtežba deluje tudi v polju elementov, jo je treba nadomestiti zenakovrednimi
vozlišČDimi silami. Te izračunamo z uporabo principa virtualnih premikov. Virtualno delo
porazdeljene obtežbe na končnem elementu mora biti enako virtualnemu delu
enakovrednih vozliščnih sil:

(1.43)

(1.44)

Če označm;o s {q} vektor porazdeljene obtežbe na končnem elementu in njej ustrezne
premike z vektorjem {ou}, je delo te obtežbe:

(1.45)

Ker pa je:

(1.46)

dobimo:

(1.47)

Ker je {OU}T poljuben in torej tudi od nič različen, je zaradi enačbe (1.43)

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 11
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{F} = f[b]T {q} dA (1.48)

Preden te sile upoštevamo v vektorju {Fm}, jih moramo transformirati v glavni koordinatni
sistem:

(1.49)

Komponente vektorja {Fm} izračunamo tako, da v posameznem vozlišču seštejemo
komponente vozliščnih sil vseh elementov, ki so v tem vozlišču povezani.

1.2.10 Kondenzirana togostna matrika konstrukcije

Kadar za nekatere zu~anje sile v vektorju {Fm}
vnaprej vemo, da so nič, lahko zmanjšamo red
reducirane togostne matrike n<mm].

{Fa} +O Take obteŽI1e primere srečamo, kadar je
konstrukcija obtežena samo v smeri nekaterih
prostih premikov (slika 1.12). Npr. pri potresu so
vodoravne sile običajno bistveno večje od
navpičnih.

Kondenzacija togostne matrike nam omogoča, da
analiziramo vpliv take obtežbe na bolj
preprostem računskem modelu konstrukcije.

{FJ =0

Slilai 1.12 Razdelitev obtežbe na
bistvene in nebistvene komponente

Vzemimo, da so nične (nebistvene) sile označene z {Fb}, tiste, ki pa niso nič (bistvene) pa
z {Fa}. Reducirano enačbo konstrukcije sedaj razdelimo v dve matrični enačbi:

(1.50)

Ker je {Fb} = {O} (1.51)

sledi iz druge enačbe:

(1.52)

Iz te enačbe lahko izračunamo premike v smeri ničnih sil:

(1.53)

Zapišimo še prvo enačbo v (1.50)

{ Fa} = [ K aa] { Ua} + [ K ab] { U b }

12
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in v njej upoštevajmo izraz za {Vb}:

{FI} = [Kaa]{VI} -[Kab][Kbbr[Kba] {VI}

= ([Kaa]~[Kab][Kbbr[ KbaJ){V I}
(1.54)

Izraz v oklepaju označimo s [Ke] in dobimo kondenzirano enačbo konstrukcije:

(1.55)

[KJ je kondenzirana togostna matrika konstrukcije v smeri {Va}. Red te matrike je enak
številu od nič različnih vozliščnih sil.

Kondenzacijo izvedemo lahko tudi na nivoju elementa, kadar vnaprej vemo, da so
nekatere vozliščne sile na elementu enake nič. Takrat dobimo kot rezultat kondenzirano
togostno matriko elementa. pri linijskih konstrukcijah tako iz togostne matrike
obojestransko vpetega elementa dobimo togostne matrike elementov z različnimi oblikami
členkov na eni ali obeh straneh.

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 13



J

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

1.3 RAČUNANJE UNUSKllI KONSTRUKCU PO MKE

1.3.1 Linijski element z ravno osjo in konstantnim prečnim prerezom

Linijski končni element z ravno osjo (slika 1.13) je na voljo v številnih računalniških
programih. Vgrajen je tudi v programih, ki jih uporabljajo pri svojem delu skoraj vsi
gradbeni konstrukterji v Sloveniji. S tem elementom lahko računamo linijske konstrukcije,
pri katerih imajo elementi strižno središče prečnega prereza v težišču prečnega prereza.

Linijski končni element ima na vsakem koncu po eno vozlišče, kjer se lahko povezuje z
drugimi elementi. V vsakem vozlišču ima šest prostostnih stopenj: tri pomike in tri zasuke.
Tudi vozliščnih sil je v vsakem vozlišču šest: tri sile in trije momenti.

Za krajevni koordinatni sistem izberemo Kartezijev desnosučni koordinatni sistem, pri
čemer je os x usmerjena od začetnega proti končnemu vozlišču.

Slika 1.13 Linijski končni element s prostostnimi stopnjami (vozliščnimi premiki (U»,
vozliščnimi silami (F), dvema izmed vseh možnih obtežb in povezanost vozliščnih sil z
notranjimi silami.

1.14
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Vozliščne vektorje sil sestavljajo komponente notranjih sil. V vozlišču iso vozliščne sile:

Fli =-Ni

F2i = -Qyi

FJi = -Qzi

F4i = -Mxi
FS" =-M "I YI

F6i = -Mzi

(1.56)

Ker gre pri vozlišču i za notranje sile na desni strani prereza, so te ravno obratno
usmerjene kot vozliščne sile. V vozlišču j ima vozliščni vektor sil komponente, ki so enako
usmerjene kot notranje sile:

{Fj}
T

= {Flj,F2j,FJj,F4j,Fsj, F6j} (1.57)

Vozliščnavektorja premikovpa sestavljajo komponente:

Ul-=u-1 1

U 2- =v-1 1

U J -=w-I 1

U 4
"

=cn -1 'f'Xl

USi =<Pyi

U6i=<Pzi

(1.58)

(1.59)

Celotna vozliščna vektorja linijskega končnega elementa pa sta

{F}T ={{Fi}T~{Fj}T}

{U}T ={{UdT~{uj}T}
(1.60)

1.3.2 Osnovne enačbe elastostatike

Ker so pri linijskih elementih normalne napetosti v smeri osi y in z krajevnega
koordinatnega sistema in strižna napetost "tYLter zato tudi tem napetostim ustrezne
deformacije tako majhne, da jih lahko zanemarimo, lahko stanje napetosti in deformacij
linijskega elementa opišemo z vektorjema, ki imata samo po tri komponente:

(1.61 )

(1.62)

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 1. 15
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Pomiki točk so tudi pri linijskem elementu trije:

{ur = {u, V,w} (1.63)
-Zaradi manjšega števila komponent v vektorjih napetosti in deformacij se poenostavi tudi
matrika diferencialnih operatorjev.

Namesto šestih ima le tri vrstice:

o O
ax

[d]= ~ ooy ax
o
OZ

O

O

O

o
ax.

(1.64)

Enostavnejši od Hookovega zakona za trdno telo je tudi Hookov zakon za linijske
konstrukcije:

{

CJ'x

}
=

[

E O 0

J{

Ex

}
'txy O G O Yxy

'txz O O G Yxz

(1.65)

1.3.3 Določitev matrike oblikovnih funkcij

Če pri linijskem elementu upoštevamo tehnično teorijo upogiba in St. Venantovo torzijo,
smo s tem že izbrali funkcije v poljski matriki. če zanemarimo vpliv prečnih sil in
upoštevamo, da je element v primeru, ko analiziramo zveze med vozliščnimi silami in
premiki, obtežen samo z voz1iščnimi silami, lahko enačbo upogIbnice za pomike u, v in w
zapišemo v obliki

du N
- -dx EA (1.66)

(1.67)

(1.68)
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Po dvakratnem odvajanju zadnjih dveh enačb in
upoštevanju zvez, ki jih dobimo pri analizi
ravnotežja neobteženega dela nosilca dolžine dx
(slika 1.14) v obliki

(1.69)

Slika 1.14 Notranje sile na konceh dela
elementa dolžine dx

dobimo:

(1.70)

Ti enačbi nam skupaj z (1.66) povesta, kako se pomaknejo točke na osi nosilca. Pri
določanju pomikov točk izven osi pa upoštevamo Bemou1Iijevo hipotezo o ravnosti
prerezov (slika 1.15a in b) in Saint Venantovo teorijo torzije (slika 1.15c). Tako dobimo:

dvu=--y
dx

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije

(1.71)

(1.72)

z

Slika 1.15 Predpostavke za račun pomikov točk izven osi linijskega elementa

c)

v ravnini xy

oziroma
?
\ dw

u =-- z
dx v ravninixz

y z

-~ x

a) b)

1. 17
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III)

IV)

Zaradi torzijskega momenta nastane zasuk okoli x osi:

en = f
Mx dxx GI t

(1.73)oziroma

ter pomika

3
v=--xz m

s
3w=-xy
s

(1.74)

Enačbe za račun pomikov lahko razvrstimo v štiri skupine, pri čemer je v plVi skupini
enačba, ki opisuje vpliv osnih sil, v drugi skupini je opisano dogajanje pri upogibu v
ravnini xy, v tretji pri upogibu v ravnini xz in v četrti dogajanje pri torziji.

1) du N-=-=c2
dx EA

II) dvu=--y
dx

dwu=--z
dx

(1.75)

d</>x_ Mx - c .
dx-GI-I1'

t

v =-</>xz, w = </>xY

Če te enačbe enkrat oziroma štirikrat integriramo, dobimo po preimenovanju konstant
naslednje izraze:

1)

II)

III)

IV)

u=C1+~x

v =~ + c4 x + CsJr! + ~ YI!

u = -(c4 + 2 Csx + 3 C6Jr!) y

w = C, + eg x + ~ Jr! + CIOYI!
t.

u ~(-)Cg + 2 ~ x + 3 CIOJr!) z

</>x= Cu x + Cu

v = -Cu X Z - Cu Z (1.76)

w =cn X y + C12 Y

V teh enačbah so pomiki v točkah končnega linijskega elementa določeni v odvisnosti od
lege točke in dvanajstih konstant.

Zapišimo sedaj vsako skupino enačb posebej v obliki {u} = [aJ {c}

1.18
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Pomiki, ki nastanejo zaradi osne sile:

1) (1.77)

Pomiki, ki nastanejo zaradi upogibnega momenta okoli osi z:

II) (1.78)

Pomiki. ki nastanejo zaradi upogIbnega momenta okoli osi y:

III)

.- -

{

U

} [

O -z -2xz

{U}My = v = O O O
W Mix x2

y

(1.79)

Pomiki zaradi torzijskega momenta:

(1.80)

Te štiri enačbe lahko združimov eno samo:

{u} = [fajN' [a]Mz' [a]My' [a]Mx] {c} = ra] {c} (1.81 )

Konstante {c} lahko izračunamo iz robnih pogojev, ki jih za končni element z dvanajstimi
prostostnimi stopnjami lahko napišemo 12:

1)
x=O; U=Uli

x=s; u=U1j
(1.82)

II) x = O ; v = U2i y

dv
dx = U 6i

'~x
x = s;

dv
-=U6.
dx J (1.83) Slika 1.16 Smeri odvodov v po x in U6 sta

enaki

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 1. 19
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L~dw
/

./ dx J

Y >x

U2i 1 O O O c3
U6i O -1 O O c4

= S2 S3U2j 1 S c5
U6j O - 1 -2 s - 3 S2 c6

III) UJj = C,

(~
U5i = - Cs

U 3j = C, + Cs s + ~S2+ CIO S3

U 5j = 1 Cs - 2 C,; s - 3 CIO S2

V3i 1 O O O C7

V5i O +-1 O O cg
= S2 S3V3j 1 S c9

V5j O tI +2 s i3 s2 CIO

J

]

]

]

]

J

]

1

]

Ul) x = o ; W=V3i

dw
---v.
dx

- 51

x = s; w = V 3j

dw
---V.
dx

- 5J (1.84) Slika 1.16 Smeri odvodov w po x in U
5 sta

nasprotni

N) X=O; CPX= V4i

x = S;
(1.85)

V te enačbe vstavimo namesto pomikov izraze, ki smo jih dobili v (1.76) m dobimo
vrednosti robnih matrik za posamezne skupine notranjih sil:

1)
Uli =CI

U lj = CI + C2 s
(1.86)

II) U2i = ~

(':~~~ C4 J

U2j = C3 + C4 s + C5 S2 + C6 S3

U6j = C4 + 2 c5 s + 3 c6 ~ ~/

(1.87)

(1.88)

1.20



[b]N =
[~

m-1;

x x

!]=

1-- u.1
8 8
0.1 O v (1.90)

0.1 O W

II) za upogibni moment ~:

1 O O O
1 O O O

.j- O 1 O O

[ak]Mz =
O 1 O O

[akrl = 3 2 3 1
= [B]Mz-+ --1 :f 82 82r 8 8 8 Mz 8 8

ef' 11 2~
~2 1 2 1382
83 82 83 82

1 O O O

[b]M,
=[~

-y -2xy -3X2y] O 1 O O
x2 x3 3 2 3 1

x -~ ~=8 8
O O O 2 1 2 1

83 ~-~ 82

U2i U6i U2j U6j

6xy 6x2y 4xy 3x2y 6xy 6x2y 2xy 3x2y u
7-~/ -y+--- - --+-. ---

8 82.1 82 83.1 8 82

= 3x2 2x3 2x2 x3 3x2 2x3 x2 x3 v
1--+-- x--+- . 7-7/ --+-

s2 s3' 8 82 ' s s2

O O O O w

j

J

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]
.,

,
I

..J

IV) U 4i = eC!

(1.89)

Zapišimo robne matrike [ak] fi izračunajmo njihove mverzne vrednosti ter matrike
interpolaeijskih funkcij [b]:

1) za osno silo N:

[
k

]

-1

[

,_1\ O

]
a

N =-
.

!) ! =[B]N
~. 8

Uli U lj

(1.91)

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 1. 21



U3i USi U3j USj

6xz 6x2z
z-

4x}
+

3x2z . 6xz 6x2z 2xz 3x2z
7-~/ --+-. -+- u

5 52 ~52 53 ~5 52

[b]M = O O O O
vy

3x2 2x3 2x2 x3 3x2 2x2 x2 x3
1--+- . -x+--- . 7-~/ --- W

52 53 ~5 52 ~5 52

(1.92)

IV) za M,. pa dobimo:

[] [

1
1]k O 1 k -1 ---

[a ]Mx =
5 1 / [a ]Mx = IS ~=[B]Mx

U4i U4j

[b]M, +~ ~z][-; ;]=
O O u

xz xz (1.93)
--z v

xy y 1 O 5 S
xy xy--+y w
S S

j

]

i.

]
.
.

.

.

.

.

.

III) Na enak način dobimo tudi matrika [b]My

Celotno interpolacijsko matriko [b] dobimo tako, da člene iz posameznih matrik [b]
vstavimo na ustrezna mesta. Ker velja {u} = [b]{U}, mora imeti matrika [b] za raven
linijski končni element tri vrste in dvanajst stolpcev. Tri vrste za pomike u, v in w ter po
šest stolpcev za premikev vsakemvozlišču.

Če matrika [b]zapišemo v transponirani obliki, pripadajo vrste vozliščnim premikom,
stolpci pa premikomu, v in w.

1.22
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(u) (v): (w)
oo oo.oo .:...oo oo.. .,..oo oooo oo oo

X ~ I
1-- : O : O Uli

Ji..
2 ( :f } .1 ........

6xy _ 6x y : 1- 3x
+ 2x: O U 2

.
23: 231 1

... . ~ ~ ~ ~..oo...oo ~ J oo oo oooo .oooo...oo.

2 I 2 36xz _ 6x Z
O : 1- 3x 2x

U .2 3: I 2 +
3 31

~ ~ ;. ~ ~ .~ ........
: XZ I xy

O ~ --Z I --+y U4i
J ..11 J .11 ........

2 . 2 34xz 3x Z : : 2x X
z--+-: O I -x+--- U5i

S S2 : I S S2
oo oo oo J oo oo ........

4xy 3x2y: 2x2 X3:
T -y+--- : x--+- I O U6i

[b] = S S2: S S2:~ , ........
x: I

: O I O U1j
..$ ..: ..~ ........

6xy 6x2y : 3x2 2x3 :
--+- : --- I O U2"

S2 S3 : S2 S3 I J
. J... ........

_ 6xz +
6x2z

i O :
3x2 _ 2x3

U 3"S2 S3:
: S2 S3 J

~ ..., . .......
: XZ I xy

O : -- I - . U4.
: s I S J".. ........

2xz 3x2z : : x2 X3
--+-: O I --- U5j

s S2: I s S2J.. ........
2xy 3x2y : x2 X3 :
--- --+- I O U6j

s S2 s s2
:

(1.94 )

1

1.3.4 Račun togostne matrike

Togostno matriko lahko izračunamoneposredno po enačbi (1.22):

..

.. ali pa s pomočjo posplošene togostne matrike, ki je določena z enačbo (1.26):

Togostno matriko v tem primeru izračunamos pomočjo matrike [akrl =[B]:

Posamezne dele togostne matrike lahko spet računamo ločeno za vpliv osne sile, upogib v
ravnini xy, upogib v ravnini xz ter vpliv torzijskega momenta in jih nazadnje
superponiramo. Najprej izračunajmo matrike [D]:

..

.
1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 1. 23
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J

J
] [Kqt. = f[D(. [E][D]M.dV=

{~

o

lj {~

o -2y -
~XY

J
] G o o

o o o
o o o o o o o o o o]

= ff o o o o o o o o o o
-2y o o -2y o o o o 4y2 12xy2 EdxdA=

] AJ
-6xy O O -6xy O O O O 12xy2 36x2y2
O O O O O O O O

,\
1 , r

J
O O O O O O O O r' . _i=Ef dA=EI , J
O O 4Sy2 6S2y2 z O O 4s 6s24 6s2y2 12s3y2 6s2 12s3~] O O O O

(1.101 )

] Tu smoupoštevali,daje Iz = fy2 dA . Sledi togostna matrika [K]Mz :

] [K]Mz = [B]~z [KqJMz [B]Mz

] O O O O 1 O O O
O O O O O 1 O O
O O 4s 6s2 3 2 3 1

J 6s2 12s3
-~ S S2 SO O 2 1 2 1

S3 s2 s3~)
3 2 O O O 6 12 6 12 61 O

s2 s3 s3 ~-7 s2 U2i] O O -2 O2 1 6 4 6 2O 1 O O 4s 6 ~- -~ U6i[K]M = s S2 S s E~
J

3 2 O O 2 6s 12 6 12 6z
O O

U2js2 s3 -7 -~ s3 -~
1 1 6 2 6 4O O

S2 ~-~ s U6js s

U2i U6i U2j U6j

(1.102)

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije
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Na podoben način izračunamo tudi [K]M
y

12 6 12 6
U3is3 s2 -7 -

s2
6 4 6 2

USi-~ - ~-
[K]M =Ely s s

(1.103)12 6 12 6y
u3j-7 s2 s3 s2

6 2 6 4
-~ ~- USjs S
V3i VSi V3j VSj

Za torzijski moment pa dobimo:

I

I

I

]

I

I

I

I

(1.104)

GdAdx=

Tu smo upošt~ali, da je J( Z2+ y2) dA = It

Togostna matrika je sedaj:

(1.105)

1.26



Če uporabimo okrajšave

EA
8=-

S
GItt=-

s

d =
4 E Iz

y
s

2 EIze =y
s

lahko togostno matriko zapišemo krajše:

[K] =

,

lo i/
(

L

Uli U2i U3i U4j USi U6i U1j U2j U3j U4j USj U6j

8 O O: O O O -8 O O: O O O
I I

O by O: O O Cy O -by O: O O Cy
I I

O O bz: O -cz O O O -bz: O -cz O
r ,-------------O O O t O O O O O -t O O

O O -cz O dz'- O O O Cz O ez O
O cy O O O dy O -cy O O O ey

-8 O O O O O 8 O O O O O
O -by O O O -Cy O by O O O -cy
O O -bz O Cz O O O bz O Cz O

r ------------.-------------O O O I -t O O O O O ItO O
I I

O O -cz: O ez O O O cz: O dz O
I I

O cy O: O O ey O -cy O: O O dy

(1.106)

Uli

U2i

U3i

U4i

USi
U 6 '1

(1.107)
U1j1

U2j l
U3j

'.J

U4j /.:>
U S 'J "
U 6 'J IL

Posamezni členi togostne matrike pomenijo sile v smeri prostostnih stopenj, če je eden
izmed premikov 1, ostali pa nič. Preskusimo to najprej v 6. vrsti togostne matrike (slika
1.17):

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije 1. 27



Uli =1 Uli =1a - a a-a=O a - -a+ a = O-, ,- -, ,-a

U2i =~ ~by
b-b=O by1~ -by+ by = Oy y

,,{ Cy Qey c;. + c;. -by s= O J U2j=l

'er by -<; - c;. + by s = Oby

U"_~~b' bz-bz = O ~~_,-b +b =0z z

cz 0Cz Cz+ <; - bz s = O -<; - <; + bz s = Obz cz

U4i=l U4j=1

~~/r-L t-t=O ~-l. -t + t = O

CzId -<;+<;=0 Cz~j=l -cz+cz=O

~Cz ~+e-cs=O
/ cz

f
e +~-c s=Oz z Cz z z

~c;.-c;.=0

~~]
c;.-c;.=0

ey/(Cy
rly+~-c;.s=O ~+rly-c;.s=Ocy

J
1
J

]

)

]

I

)

)

I

]

J

I

]

y Kontrolirajmo ravnotežje:

/

lI6i =1 6 E Iz
Cy= 2

!

s

2 E Izey s

J x

Slika 1.17 Vozlišč ne sile pri premiku
elementa za U6i=1

Na enak način lahko prekontroliramovseh 12 vrst (slika 1.18):

Slika 1.18 Kontrola vrednosti elementov togostne matrike s preverjanjem ravnotežja
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1.3.5 Upoštevanje strižnih deformacij pri računu togostne matrike

Če želimo pri računu konstrukcije upoštevati vpliv prečnih sil, moramo že navedene
enačbe dopolniti. Enačbe bomo izpeljali za prečno silo Qy ~ Q / Mz ~ M in jih

smiselno privzeli tudi v primeru striga v smeri z osi.

Privzamemo, da strižna sila Q povzroči tako deformacijo dela nosilca dolžine dx, ki jo
lahko opišemo s kotom y. Ta je enak zasuku zaradi strižne sile (slika 1.19):

v dv Qy =
dx =GAs =<Ps (1.108)

Y Q

Tu pomeni AS =A
K

(1.109)

I dx I

Slika 1.19 Deformacije
linijskega elementa zaradi
strižne sile

in K strižni oblikovni koeficient:

(1.110)

K . dM Q . d2 V M .er Je -=- m ~=-,Je
dx dx El

d3 v dM 1 1.
-=--=-Q- OZIromadx3 dx ElE I '

(1.111)

(1.112)

Ker smo pomik v izrazili z enačbo

v = ~ + c4 x + c5,r + ~ J2

lahko izračunamo odvode pomika v po x:

dv 2- =c4 + 2 Cs x + 3 c6 xdx

(1.113)
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To upoštevamo v enačbi (1.112):

m --~6c
"t"s -

GAs 6 (1.114)

U b.
kr .V 12 E Ipora ImO o aJsavo: <1>= 2

GAS s (1.115)

52 <1>
in zapišemo: eps =- 2 c6 (1.116)

Zasuk nosilca je torej po celi dolžini enak.

Sedaj lahko popravimo tudi robne pogoje:

za x =O:
V=U2i

dv S2 <I>

dx
= U6i +q>s= U6i -2 c6

v =U 2j

dv S2 <1>

dx
=U6j -2C6

Če iz robnih pogojev izrazimovoz1iščnepremike, dobimo:

(1.117)za x = s:

U2i = ~

(1.118)

Sedaj upoštevamo da imamo dve smeri prečnih sil in vpeljemo različne oznake za <1>:

12 El. 12 Ely
<1>= z m<1>=y

(1) AS S2 z aAs S2
. y z

(1.119)

Temu ustrezno se spremenita matriki [a~, [b] in tudi togostna matrika.
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b _ 12EIz 12 E Iy
Y - s3 (1 + <I>y) bz =s3 (1+ <I>z)

6EIz 6E Iyc - cz =y-s2(1+<I>y) s2 (1 + <I>z)

(4+<I>y)EIz (4 + <I>z)E Iy
d =d - z

s(I+<I>z)Y - s (1 + <I>y)

(2-<I>y)EIz (2 - <I>z)E Iy
e =e - z s (1+ <I>z)Y - s(I+<I>y) (1.120)

J

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

J

]

]

]

]

]

]

]
1

Spremenjene vrednosti členov togostne matrike pa so:

Slika 1.20 Vpliv strižnih sil na togostno matriko nosilcev pravokotnega preseka

1. Metoda končnih elementov za linijske konstrukcije
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h/s = 0.1: h/s = 0.2 h/s = 0.3

bQ+M = 12 E Iz
=0971 bM 0.892 0.78783 (1 + 0.03)

cQ+M =0971 CM

dQ+M =
(4 + 0.03 E Iz)

=0.978 dM 0.920 0.840s (1 + 0.03)

eQ+M =
(2 - 0.03) E Iz

0956 eM 0.839 0.681s (1 + 0.03)

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]
,

Oglejmo si še, kakšna je sprememba vrednosti b - e, če je

Vpliv prečnih sil pri računu togostne matrike je treba torej upoštevati pn "kratkih"
nosilcih(velik bls). Togost se z upoštevanjemstrižnihsil vedno zmanjšuje.

1.3.6 Togostne matrike končnih elementov za posamezne tipe Iinijskih konstrukcij

Togostne matrike končnih elementov za posameme tipe linijskihkonstrukcijdobimo (1) z
redukcijo in/ali (2) s kondenzacijo togostne matrike končnega elementa prostorskega
okvirja. Redukcijo moramo opraviti v primerih, ko bi zaradi sprostitve določenih
prostostnihstopenj element postal nestabilen.

Redukcijo lahko uporabimo za določitev togostnih matrik končnih elementov ravninskega
okvirja in ravninske mreže, ker so v obeh primerih nekateri premiki enaki nič. za
ravninskiokvir je to pomik v smeri z in zasuka okoli osi x in y, za ravninskomrežo pa sta
to pomika v smeri x in y ter zasuk okoli z osi. Tudi za določitev togostne matrike
prostorskegapaličja moramonajprej opraviti redukcijo zasuka okoli x osi.
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Prostorsko pa1ičje

IKONDENZACIJAI

1. REDUKCIJA I

(momenta okoli y in z sta nič)
(zasuk okoli osi x je nič)

Prostorski okvir

(pomika v smeri x in y ter zasuk okoli z so nič)

(pomik v smeri z in zasuka okoli x in y so nič)

I REDUKCIJA I

Ravninski okvir

Ravninsko paIičje

IKONDENZACIJAI

(moment okoli z je nič)

Slika 1.21 Postopek za določitev togostnih matrik posameznih tipov linijskih konstrukcij iz
togostne matrike prostorskega okvirja.
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a O O : -a O O
I

O by O I O -b OI y
I
I

[Ke] =
O O bz I O O -bz

------------~-------------I
-a O O I a O OI

I
O -b O I O by OY I

I
O O

I
O O bz-b Iz I

O O I O OI
I

dz I O -1 O O -cz : O OO cy I O cy O I ez czI
I IO

I
O O dy: O ey O O '0 O-cz I -c cy -cyI Z I--------,--------- -------1------- ----------~----------O O I O O. ez O: dz O O O -cz: O O cz

I

O I O O
I O dy O O :0 O-cy I -cy ey I cy -cyI I I

Cz O I cz OI

J

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]
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]
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]

]

]

]

]

Redukcijo opravimo s črtanjem vrstic in stolpcev, ki pripadajo prostostnim stopnjam, v
smeri katerih so premiki enaki nič.

Kondenzacijo moramo uporabiti v primeru prostorskega in ravninskega paličja. V obeh
primerih so namreč sile v smeri nekaterih prostostnih stopenj enake nič. Togostno matriko
končnega elementa prostorskega paličja dobimo s kondenzacijo togostne matrike končnega
elementa prostorskega okvi1ja, na kateri smo prej opravili redukcijo zasuka okoli x osi.
Togostno matriko končnega elementa ravninskega paličja pa dobimo s kondenzacijo
togostne matrike končnega elementa ravninskega okvi1ja ali pa z redukcijo togostne
matrike prostorskega paličja (zadnja možnost na sliki 1.21 ni prikazana!).

Kondenzacijo opravimo po enačbi za kondenzacijo togostnih matrik, ki jo na nivoju
elementa lahko zapišemo v enaki obliki kot velja za konstrukcijo (1.54):

a je oznaka sil, ki so različne od nič;
b pa je oznaka sil, ki so enake nič.

V primeru prostorskega paličja so nič momenti v smereh
VSi' V6i> USj, U6j. Torej sekondenzacijska enačba ob upoštevanju izvršene redukcije zasukov okoli x osi glasi:
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a o O: -a o o
I

O O Ol O O OI

[Ke]=
O 00:0 OO________L________

(1.121)
-a O O: a O O

I

O O O: O O O
I

O O O: O O O

Uli U2i U1j U2j

a O : -a O Uli
O O O O U2i (1.122)

[K]R.P. = ................-...............
-a O a O U1j

O O O O U2j

J

]

]

]

]

]

]

]

]

J
J
J
]
]

]

]

]

]
I

...

I

1.3.6.1 Ravninsko paličje

y li

U2i
ry i-~o Uli Fli

x

Slika 1.22 Končni element ravninskegapa1ičja

Tako izbranimprostostnimstopnjam ustrezajo členi v togostni matriki linijskega elementa,
ki jih lahko zapišemov matrikovelikosti 4x4:

za transformacijo vektorjev in matrik pri ravninskem pa1ičju moramo uporabiti
transformacijskomatriko, ki vsebuje ustrezne člene, ki pripadajo komponentam v smeri x
in y osi:

[

COS(X,x) cos(X, y)

] [ ][To]R.P. = cos(y,x) cos(Y,y) / [T]R.P. = [TO]R.P.[To]R.P. diag. (1.123)

Paziti je treba na nestabilnost konstrukcije, ki se pojavi, če se v nekem vozlišču stikata le
dva elementa, ki imata os na isti premici.
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Uli U2i U6i Ulj U2j U6j
a O O -a O O Uli
O by cy O -b cy U2iy

[K]R.O. =
O cy dy O -cy ey U6i (1.124)--a O O a O O U1j
O -b -cy O by -c U2jY y
O cy ey O -cy dy U6j

J

]

]

]

]

J

]

]

]

]

]

]

1.3.6.2 Ravninski okvir

x

Slika 1.23 Končni element ravninskegaokvitja

Togostna matrika za element ravninskegaokviraje:

Transformacijskamatrika mora biti prirejena transformacijidveh komponent sil oziroma
pomikovv smeri x in y osi in eni komponentimomenta oziroma zasuka okoli z osi.

x y z

[

COS(X,X) cos(X,y) COS(X,Z)

]

X

[

COS(X,X) cos(X,y) 0

J

[TO]R.O. = cos(Y,x) cos(Y,y) cos(Y,z) y = cos(Y,x) cos(Y,y) O
cos(Z,x) cos(Z,y) cos(Z,z) z O O 1

(1.125)

Tu smo upoštevali, da je os Z vzporedna osi z in pravokotnana osi x in y, kar nam da:

cos(X, z) = cos(Y, z) = O; cos(Z, z) = 1 (1.126)
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Togostna matrika ravninske mreže je enaka:

U3i U4i USi U3j U4j USj

bz O -cz -b O -cz U3iz
O t O O -t O U4i

[K]R.M. =
-cz O dz Cz O ez USi (1.127)
-b O Cz bz O Cz U3jz

O -t O O t O U4j

-cz O ez Cz O dz USj

J

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

J

J

1.3.6.3 Ravninska mreža

1

./'1 Y

x

Slika 1.24 Končni element ravninskemreže

Transformacijska matrika pri ravninski mreži pa je:

z x y

[

COS(Z,Z) cos(Z,x) COS(Z,Y)

]

Z

[

1
[TO]R.M. = cos(X,z) cos(X,x) cos(X,y) x = O

cos(Y, z) cos(Y, x) cos(Y, y) y O

O

]
cos(X, y)

cos(Y, y)

O
cos(X,x)
cos(Y,x)

(1.128)
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~Fli

Uli
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'X

Togostna matrika prostorskega pa1ičja je enaka:

Uli U2i U3i Utj U2j U3j

a O O -8 O O Uli
O O O O O O U2i
O O O O O O U3i

[K]p.p. = -8 O O 8 O O Ulj
(1.129)

O O O O O O U2j
O O O O O O U3j

I
]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

)

]

]

)

]

]

]

]
,

1.3.6.4. Prostorsko paličje

x

y

Slika 1.25 Končni element prostorskega pa1ičja

Transformacijska matrika za voz1iščne vektOlje pn prostorskem pa1ičju Je enaka
transformacijski matriki za običajen vektor:

(1.130)
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Če upoštevamo enačbo (1.55), dobimo:

[Ke] = [Kaa] - [Kab] [Kbbr1 [Kba]

a O O -a O O
O by cy O -b cyy

~{O= O cy dy O -cy ey cy ey O -Cy}
-3 O O a O O dy

O -b -cy O by -cyy

O O O O O
O c2 cyey O _c2y y

lO cyey e2 O -cyey -y
dyO O O O O

O _c2 -cyey O c2y y

(1.131)

3 O O -a O
c2 cyey c2

O b _....L O
y

c -- -b +-y
d

y
d

y
dy y y

cyey e2 cyey
[K]e = O

y
O (1.132)C -- d -- -c +-Y d

y
d

y
dy y Y

-3 O O 3 O
c2 Cyey c2

O -b +~ O
y

-c +- b --y
d

y
d

y
dy y

>'.

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

1

]

]

1

]

]

1

1

1.3.7 Togostne matrike netipičnih linijskih končnih elementov

Kadar so linijski elementi v vozlišča pritrjeni bolj ohlapno kot to predpisuje tipična zveza v
nekem vozlišču določenega tipa linijske konstrukcije, potem že vnaprej vemo, da bodo
nekatere vozliščne sile pri teh elementih enake nič. V teh primerih moramo izračunati
ustrezno kondenzirano togostno matriko končnega elementa.

Vzemimo npr. element ravninskega okvira, ki ima v vozlišču j momentni členek (slika
1.26).

Uli-
Slika 1.26 Končni element ravninskega okvirja s sproščenim momentom v vozlišču j
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Uli U2i U6i Ulj U2j

EA
O O

EA
O Uli

5 5

O
3EIZ 3EIZ

O
3EIZ

U2i
53 52 -7

[K]e = O
3EIz 3EIz

O
3EIz

U6i (1.133)
52 5 -7

EA
O O

EA
O Ulj

5 5

O _ 3EI Z _ 3EIz O
3EIz

U2j
53 52 53

U2i IU2j
Uli- -1

J Ulj
U6i

Uli U2j U6i Ulj U2j

a O O -a O Uli

O b c O -b U2i

[K] = O c d O -c U6i (1.134)

-a O O 8 O Ulj

O -b -c O b U2j

[Ke] = [Kaa] -[Kab] [Kbbr1 [Kba]

a O -8 O O

O b O -b c
~{O -c}= c O

-a O a O O

O -b O b -c

O O O O

O c2 O _c2 1
-O O O O d

O _c2 O c2

j

]

]

]

]

]

]

)

]

)

]

]

)

1

1

1

1

1

1

J

1

če sedaj vstavimo momentni členek še v vozlišče i (slika 1.27)in spet uporabimo
kondenzacijskoenačbo, pri čemer pa člene matrike (1.133) označimo z okrajšavami a - d,
dobimo:

Slika 1.27 Element ravninskegaokvirjas sproščenimamomentomav obeh vozliščih
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a o -8 O

O O O O
dobimo, da je [Ke] =

-8 O 8 O (1.135)

O O O O

J
J
J
J
.]

]

.]

]

]

J
]

]

]

]

1

1

l

l

1

1

1

To pa je ravno togostna matrika ravninskega paličja.

Na podoben način lahko izračunamo kondenzirane matrike tudi za druge vrste členkov in
tipe konstrukcij.

1.3.8 Vektor vozliščnih sil zaradi zunanje obtežbe

Komponente vektorja vozliščnih sil izračunamo na konstrukciji, ko smo preprečili vse
premike. V posameznem vozlišču konstrukcije je sila v določeni smeri seštevek sil v tej
smeri, s katerimi posamezni elementi vplivajo na vozlišče. Upoštevamo torej akcije na
vozlišče konstrukcije. Te sile izračunamo po splošni enačbi (1.49) ali po metodi sil. Veliko
rezultatov najdemo v različnih tabelah. Pred seštevanjem moramo sile transformirati v
glavni koordinatni sistem.

Oglejmo si primer računa vozliščnih sil pri razporejeni obtežbi, ki deluje (1) v smeri x
(slika 1.28) in (2) v smeri -y (slika 1.29).

Sile v vozliščih računamo po enačbi:

(1) Vozliščne sile pri enakomerni obtežbi v smeri x

z

~
2 s

s-
180

~~J
;s

o

y

q · x

s

Slika 1.28 Vozliščne sile pri
enakomemi obtežbi v smeri x

(1.136)
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(2) Vozliščne sile pri enrkomemi obtežbi v smeri -y

{F} = J

{F} =-p J

(1.137)
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J
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]

1

F6i ~ -p f(x- 2:2 + ::] dx

= _p 2C_ 2x3 +~S
2 35 ~o

=_p
(

~ _ 252
+

52

] = _p 52 (6 - 8 + 3)=_ P 52

2 3 4 12 12

(1.138)

(1.139)

Slika 1.30 Vrednosti vozliščnih sil
(1.140) pri enakomerni obtežbi v smeri -y

1.3.9 Račun notranjih sil v elementih

Preden se lotimo računa notranjih sil v elementih, moramo transformirati voz1iščne
premike iz glavnega v krajevne koordinatnesisteme.

Kadar elementi niso neposredno obteženi, izračunamo notranje sile iz ravnoteŽDeenačbe
elementa:

(1.141)

če pa je element obtežen tudi neposredno, moramo tem silam, ki se v vozliščih pojavijo
zaradi premikov, prišteti še sile, ki se pojavijo v elementih takrat, ko smo preprečili
premike:

(1.142)

Sile {Fo}e izračunamo na elementih zaradi neposredne obtežbe pri preprečenih vozliščnih
premikih.
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1.2.10 Postopek praktičnega računa linijskih konstrukcij po metodi končnih elementov

pri praktičnem računanju po metodi končnih elementov le izjemoma ne uporabljamo
računalnika. Ves postopek je v praksi običajno razdeljen na več faz (slika 1.31):

1 Izbira
računskega
modela

človek

2 Priprava
podatkov človek

3 Račun z
računalniškim
programom

računalnik

4 Kontrola
rezultatov

človek

Slika 1.31 Postopek računanjapo metodi končnih elementov z računalniškimprogramom

pri posameznihfazah moramoupoštevatinaslednje omejitve in navodila:

(1) pri izbiri računskega modela se odločamo o legi vozlišč in vrsti elementov ter o
modelu obtežbe. Zadnji dve skupini odločitev sta močno odvisni od možnosti, ki jih
ima računalniškiprogram.

(2) pri pripravi podatkovupoštevamonavodila za uporabo programa.

(3) Programi navadno delujejo kot "črne škatle". Le v primeru, če delujejo interaktivno,
lahko vplivamona njihovodelo. Tako navadno delujejo pred- in poprocesOIji.

(4) Ta naloga bo verjetno vedno ostala ljudem. Možno pa je tudi to delo opraviti ob
pomoči računalnika,npr. z uporabo drugega programa.
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1 Izbira
računskega
modela

1

2 Račun
po MKE

1

3 Kontrola
rezultatov
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)
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pri računanju peš je postopek nekoliko drugačen (slika 1.32). Vse faze opravi človek.
Metodo končnih elementov uporabljamo peš le pri učenju te metode.

Slika 1.32 Postopek računanja peš po metodi končnih elementov

pri tem upoštevamo:

(1) Delo je enako, kot če računamo z računalnikom.

(2) Račun opravimov več korakih:

1. Račun togostnih matrikv krajevnem krajevnemkoordinatnemsistemu in
transformacijav glavni koordinatni sistem

2. Sestavljanje togostne matrike konstrukcije

3. Račun akcij elementov na vozlišča

4. Račun voz1iščnegavektorja sil konstrukcije

5. Rešitev sistema enačb

6. Račun notranjihsil v elementih

7. Račun podpornihsil

(3) Postopek kontrole je enak kot pri računanju z računalniškimiprogrami.
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